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PREMIÈRE THÈSE. 



LES 



FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 



INTRODUCTION. 



Je me suis proposé dans ce travail l'étude d'une classe de fonctions d'une 
variable réelle, qui, par leurs propriétés, se rapprochent des fonctions pério- 
diques et les comprennent comme cas particulier. La base de mes recherches 
est une extension de la notion' de périodicité, mais une extension dirigée 
dans une voie toute particulière. 

Lorsqu'on caractérise une classe de fonctions par une propriété définie, 
il arrive souvent que la même propriété est susceptible de plusieurs défini- 
tions équivalentes, mais logiquement distinctes. L'une de ces définitions 
adoptée, les autres en deviennent des conséquences nécessaires. Si le choix 
de la définition est indifférent lorsqu'il s'agit de faire l'étude des fonctions 
qui possèdent la propriété en question, il n'en est plus de même lorsqu'on 
se propose de faire des généralisations. Suivant que l'on porte son atten- 
tion sur telle ou telle définition, ou même sur telle ou telle propriété qui 
résulte d'une définition, on peut obtenir des généralisations totalement 
distinctes. 

En ce qui concerne la périodicité, la propriété pour une fonction f{x) 
E. I 
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de vérifier la relation 

peut être considérée comme un cas particulier de la propriété fonctionnelle 

plus générale 

/[9(^)]=/(^), 

où 6(ar) désigne une fonction quelconque, mais donnée. 
De même toute relation fonctionnelle de la forme 

f(x -h na) 4- A, f[x -f-(/i — i)a]+...-f-A„ f{x) = o, 

où A,, Aj, .. ., A„ désignent des constantes, ou même des fonctions données, 
définit vis-à-vis de la fonction /(a;) une propriété qui est encore une géné- 
ralisation de la périodicité. Les unes et les autres de ces propriétés possèdent 
ce caractère d'être exprimables par des relations fonctionnelles explicites à 
termes finis; il n'en est plus de môme de celles dont il va être question. 

On peut, lorsqu'on définit la périodicité ordinaire, porter son attention sur 
une autre conséquence de la définition. Une fonction périodique /(x) pos- 
sède la propriété suivante : Étant donné un intervalle quelconque (a, . . ., p) 
il existe une infinité d'intervalles (a 4- A, . . ., jî 4- h) égaux au premier, et 
aussi éloignés que l'on veut de l'origine, dans lesquels la fonction reprend 
la même série de valeurs. Mais on peut supposer qu'au lieu de repasser 
exactement par les mêmes valeurs, la fonction ne les reprend qu'avec une 
certaine approximation, et les fonctions que nous étudierons jouissent en 
effet de la propriété suivante : Etant donné un intervalle quelconque 
(a, .. ., P) ^^ u^ nombre £ aussi petit que l'on veut, on peut déterminer 
une infinité d'intervalles (a 4- A, . . ., [î H- A), aussi éloignés que l'on veut 
du premier, dans chacun desquels la fonction considérée reprend la même 
série de valeurs à moins de t près : d'où le nom de quasi-périodiciië 
donné à cette propriété. 

Si l'on se bornait là, la définition serait trop générale, et il ne serait 
guère possible d'en tirer des conséquences assez précises pour donner lieu 
à des recherches utiles. 

Un exemple particulier va nous mettre sur une voie nouvelle, c'est celui 
des fonctions de fondions périodiques. Ces dernières (en supposant les 
fonctions continues) possèdent bien la propriété en question, mais un autre 
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élément est également intervenu : l'ensemble des périodes figurant dans les 
fonctions périodiques qui composent la fonction donnée. 

Soient /(ar) = F[«, (a;), u^(x)^ ..., Un(x)] une telle fonction; a,, 
«2, -..,«« les périodes des fonctions «,, «3, • . ., ««. Lorsqu'on se pose le 
problème suivant : Dafis quels cas la f onction f peut-elle se mettre sous 
la forme d^une fonction d'un nombre moindre de fonctions pério- 
digues? on s'aperçoit immédiatement qu'yen dehors de la nature de la fonc- 
tion F(i{,, . . . , Un) intervient une propriété arithmétique des nombres a,, 
«a, ...,«;» qui dans toute cette théorie jouera un rôle considérable. Si 
entre les nombres — > — > • ••> — n'existe aucune relation linéaire homoffèm; 

a coefficients entiers (propriété que j'appellerai Vindépendance des pé- 
riodes a,, a2, . . . , a^), il est impossible, quelle que soit la fonction F, do 
réduire le nombre des fonctions périodiques. 

Remarquons encore que Ton a, quels que soient les entiers m, , mj, . . ., m^^ 

/(a:) = F[«i(^ + mia,), «,(ar-h /««ai), ..., M„(a; -f-m„a„)]. 

On est ainsi naturellement conduit à rechercher la nature de l'ensemble des 
points de ;:oordonnées 

(i) jr-hmi^,, a7 4-m,a„ ..., j7-h/n„a„, 

X prenant toutes les valeurs réelles, /w,, m^, . . ., m.n toutes les valeurs 
entières, et à démontrer ce théorème que si les périodes «♦, aj, . . ., a« sont 
indépendantes, on peut, quels que soient a;,, a?^, . . ., if„, déterminer x et les 
entiers m,, /w^» • . ., /w„, do façon que les quantités 

(2) uF-+-/«|ai — OTj, X -\- niia^ — ^,, ..., a? -h /w„ a„ — j:-,, 

soient aussi petites que l'on veut. Or ce théorème avait été établi par M. BohI, 
professeur à l'École Polytechnique de Riga, dans un travail que j'ignorais 
à l'origine de mes recherches et dont il sera question dans un instant. 
On voit que, quels que soient a?,, a?2, . . . , a?„, la diflërence 

devient infiniment petite chaque fois que les quantités (2) deviennent 
elles-mêmes infiniment petites. 
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Abandonnant alors les fonctions de fonctions périodiques, c'est cette pro- 
priété que j'adoptais d'abord comme définition des fonctions quasi-pério- 
diques, la fonction F[tt, (^i), • • -, "«(^w)] étant remplacée par une fonction 
périodique quelconque ^(a?,, x^^ . . ., x^) que j'appellerai la fonction 
associée de /(x) relativement au système de périodes a,, a2, • . ., a». 

Une question d'une grande importance se posait ensuite : f(x) étant 
définie comme quasi-périodique, relativement au système de périodes a,, 
«a? ...,«/!, il fallait se demander s'il n'y avait pas d'autres systèmes de 
périodes jouissant des mêmes propriétés vis-à-vis de/(x). J'ai résolu com- 
plètement ce problème, en introduisant la notion de corps de périodes, et 
j'ai montré que pour chaque fonction /*( a*) existait un nombre minimum 
de périodes au-dessous duquel on ne peut descendre pour caractériser sa 
(|uasi-périodicité. 

Telle est la suite d'idées qui m'avait conduit à la définition des fonctions 
quasi-périodiques, et quelques résultats furent publiés dans une Note aux 
Comptes rendus (novembre 1902). A la suite de cette publication M. Bohl 
me fit connaître que dans sa thèse (*) il avait exposé, bien que sous une 
forme complètement différente, des considérations analogues. 

L'idée qui avait conduit M. Bohl repose sur les développements en séries 
trigonométriques avec plusieurs arguments proportionnels et voici exacte- 
ment quel est l'objet de sa très intéressante thèse. 

Une fonction /(t) est supposée développable, dans le domaine T, en 
série uniformément convergente 

dans laquelle le terme général u^, est un polynôme entier en 

t t t , t . t 

cos27r — > cosaTT — > •••, cos27r — » sin27r — > •••> sm27r — > 
«I «i a„ a, a,j 

a,, a^, . . . , a„ étant des nombres donnés quelconques différents de zéro, et 
il cherche une condition nécessaire et suffisante d'un tel développement. Or 
il se trouve que les fonctions ainsi caractérisées, lorsque le domaine T est 

( » ) Ueber die Darstellung von Functionen einer Variabeln durch trigonometrische 
Reihen mit niehreren einer Variabeln proportionalen Argunienten. Dorpat, 189*^. 
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inûni, sont les fonctions que j'ai appelées quasi-périodiques^ mais M. Bohl 
ne s'est pas préoccupé de rechercher les divers systèmes de périodes qui, 
vis-à-vis de la même fonction /(/), peuvent jouer le rôle attribué à a,, 

Dans un autre Mémoire (*), publié en russe, M. Bohl traite quelques 
problèmes où interviennent des fonctions quasi-périodiques. 

J'ignorais entièrement les recherches de M. Bohl au moment où je 
publiais les premiers résultats de ce travail et je tiens à lui restituer ici la 
priorité qui lui est due. 

Le travail qui suit est divisé en quatre Parties bien distinctes : 

La première traite des fonctions périodiques de plusieurs variables 
réelles, en vue de déterminer ultérieurement (dans la troisième Partie) les 
systèmes de périodes attachés à une même fonction quasi-périodique ; 

La deuxième est une étude de l'indépendance et comprend les définitions 
d'un corps de périodes, d'un champ de périodes, etc.; 

Dans la troisième, je donne plusieurs définitions des fonctions quasi- 
périodiques continues que je divise d'ailleurs en deux classes distinctes. 
J'étudie ensuite leurs propriétés et je démontre quelques théorèmes rela- 
tifs aux fonctions de fonctions périodiques. 

Passant ensuite aux développements en série, j'examine successivement 
le développement de M. Bohl, les développements en série de Fourier et 
les développements en séries uniformément convergentes de fonctions 
périodiques à périodes deux à deux incommensurables; ces derniers peuvent 
conduire à une classe de fonctions qui sont encore une extension des 
fonctions quasi-périodiques. Je termine en démontrant une propriété impor- 
tante des fonctions quasi-périodiques, à savoir que la quantité 

^ î/(^) +/(^ H- h) +/(^ -+- 2/0 +. . .-+-/[a: -h (n - i)h]\ 

(*) O H-feROTopLiXT» ;iH<M^peHuia.ibHkixi> ypaBHeiiinx'b oômaro xapaKTeini 
lïPHM'feHHMWX'b B'b MCxaHHK'fe. — P. BoHL, Sur certaines équations différentielles d'un 
caractère général que Von rencontre en Mécanique. Dorpat, 1900. 
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iciid vers une limite lorsque l'entier n augmente indéQniment; ce qui 
permet, par cette voie, de retrouver certains développements en série de 
ces fonctions. 

La quatrième Partie est consacrée aux applications, et à une étude rapide 
de quelques problèmes où peuvent intervenir des fonctions quasi-pério- 
diques; mais c'est là un point sur lequel j'aurai à revenir, et qui n'a été, 
pour ainsi dire, traité ici que superficiellement. 



LES FONCTIONS QUASI -PERIODIQUES. 



PREMIÈRE PARTIE. 

ÉTUDE PRÉLIMINAIRE SUR LES FONCTIONS PÉRIODIQUES 
DE PLUSIEURS VARIABLES RÉELLES. 



GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS DE VARIABLES RÉELLES. 

Avant d'aborder le sujet qui fait le principal objet de ce travail, j'expo- 
serai un certain nombre de propriétés relatives aux fonctions périodiques 
de plusieurs variables réelles. La plupart de ces propriétés sont sans doute 
connues, dans tous les cas elles s'obtiennent aisément; mais, comme elles 
se rattachent étroitement à certaines propriétés des fonctions quasi- 
périodiques, j'ai cru indispensable de les étudier tout d'abord : ce sera 
là l'objet de la première Partie. Je ferai remarquer toutefois que la plu- 
part des problèmes qui y sont contenus ont été traités en vue surtout 
des applications ultérieures, et c'est aussi la raison qui a déterminé le 
mode d'exposition. 

Comme il m'arrivera parfois de considérer non seulement des fonctions 
continues mais aussi des fonctions discontinues, je ne crois pas inutile de 
rappeler quelques définitions relatives à ces dernières. 

Soit F(a;|, x^y . . ., x^) une fonction quelconque des variables réelles 
indépendantes j:,, a?,, . . ., a:„; le mot fonction étant appliqué ici dans le 
sens le plus large, et servant à désigner une correspondance univoque 
absolument quelconque entre les systèmes de valeurs ar,, X2j . . ., ;r« et la 
valeur F de la fonction considérée, lorsque le point (a?| , x^^ ...yX„), en em- 
ployant un langage géométrique, est situé dans un certain domaine D. 

Ceci posé, soit P(a;|, x^j . . ., x^) un point de ce domaine; imaginons 
un domaine S compris dans D et entourant le point F, par exemple une 
sphère, c'est-à-dire l'ensemble des points x\j x[^j • • •> ^i» vérifiant l'inégalité 

Désignons par M' le maximum des valeurs de F pour tous les poinis de 
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ce domaine, m* leur minimum^ et (o' la diflférence 

w'^M — m 

qui représente V oscillation (*) de la fonction dans le domaine S. Lorsqu'on 
fait tendre S vers o, par exemple lorsque p tend vers o, les nombres M', 
/;//, co' ont chacun une limite; appelons M, m, co ces limites. 

Les nombres M, m et w sont respectivement : le maximum^ le minimum 
et Voscillation au point P. 

Il est clair que Ton a en tout point 

Si F = M, la fonction est, selon l'expression de M. Baire, semi-continue 
supérieurement; si F = m, la fonction est au contraire semi-continue infé- 
ricurement; enfin, si m = F = M, la fonction est continue^ au sens ordi- 
naire du mot, par rapport à l'ensemble des variables. 

Les fonctions continues sont donc celles pour lesquelles Toscillation w 
est nulle en tout point. 

Envisageons Toscillation w qui est une fonction de a?,, o^^, ... , Xa définie 
en tout point P du domaine D. En chaque point P, cette fonction a, à son 
tour, un minimum m^. Si /w< est nul en tout point P, la fonction F est dite 
ponctuellement discontinue. 

Toute fonction qui ne possède pas cette propriété est dite au contraire 
totalement discontinue. 

Ainsi la condition imposée à a> d'avoir son minimum nul en tout point 
permet de définir un ensemble de fonctions jouissant de propriétés particu- 
lières : les fonctions ponctuellement discontinues. Gomme Ta montré 
M. Baire, ces fonctions s'introduisent d'une manière naturelle; elles 
jouissent en effet de la propriété suivante qui est capitale : il y a dans tout 
domaine des points où elles se rapprochent autant qu'on veut d'une fonction 
continue ou, pour préciser, il existe effectivement dans tout domaine des 
points ou ces fonctions sont continues. 

Dans un autre ordre d'idées, on sait qu'aune fonction continue peut 
être définie par un ensemble dénombrable de conditions, par exemple 

•(*) BairB; Sur les fonctions de variables réelles, p. 4-î6. Milan, 1899. 
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par les valeurs qu'elle prend sur un ensemble dénombrable de points, 
l'ensemble étant supposé deme (*) dans tout domaine. De même les fonc- 
tions ponctuellement discontinues peuvent se définir au moyen d'un en- 
semble dénombrable de conditions. Le fait est certain pour les fonctions 
ponctuellement discontinues d'une variable, il est probable pour celles de 
plusieurs variables. Une fonction ponctuellement discontinue d'une va- 
riable F(a;) est en effet représentablc par une série de fonctions continues 

comme on peut se donner les diverses fonctions fni^) P^ï* ^^ ensemble 
dénombrable de conditions, on aura donc, pour définir complètement F(a7), 
un ensemble dénombrable d'ensembles dénombrables de conditions, c'est- 
à-dire en définitive un ensemble dénombrable. 

On voit que les fonctions ponctuellement discontinues sont assurément 
celles qui, par leurs propriétés, se rapprochent le plus des fonctions conti- 
nues, et l'on peut dire que, dans l'état actuel de l'Analyse, ce sont celles 
qui, après les fonctions continues, tiennent le premier rang par l'importance 
de leurs applications. 

11 sera donc naturel, après avoir défini une classe particulière de fonc- 
tions continues, comme celles que nous appellerons les fonctions quasi- 
périodiques, de chercher à étendre leurs propriétés à des fonctions ponc- 
tuellement discontinues. 

Au lieu d'envisager des fonctions définies pour tous les points d'un 
domaine, on peut considérer des fonctions définies seulement pour les 
points d'un ensemble donné; telle serait, par exemple, une fonction définie 
seulement pour les points dont les coordonnées sont rationnelles. 

Pour une telle fonction et relativement à l'ensemble des points pour 
lesquels elle est définie, on peut définir également en chaque point de l'en- 
semble ce que l'on a appelé le maximum, le minimum^ Voscillation dans 
le cas des fonctions les plus générales. 

(*) Suivant Tusage, nous entendons par ensemble dense un ensemble de points, tel que 
tout domaine aussi petit qu'il soit contienne dfs points de renscmble. L'ensemble formé 
• avec les points limites, ou ensemble dérivé j se compose alors de tous les points d'un 
domaine continu. 

E. 2 
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D'une façon générale nous appellerons champ de variation tout 
ensemble de points quel qu'il soit sur lequel une fonction est supposée 
définie. 

Nous aurons justement à considérer, et d^une façon toute particulière, des 
fonctions définies sur un champ qui n'est pas continu, c'est-à-dire qui ne 
comprend pas tous les points d'un domaine continu, mais qui est dense 
dans tout domaine. 

Parmi toutes les fondions définies sur un même champ supposé dense, 
il y a lieu de distinguer celles qui sont continues sur le champ. La définition 
d'une telle continuité est évidente : 

Soient P un point du champ, $,, Sa, • • . , 5» ses coordonnées. Nous dirons 
que la fonction F(ç,, $2? • • • » i/i) est continue au point P si, étant donné 
£ positif quelconque, on peut trouver un domaine S entourant le point P, 
une sphère par exemple, tel que, pour tout point P'(^'i5 ^2? • • • > ^l) du 
champ compris dans S, on ait 

(F(?p^;, ...,r«)-FUM^.--..?n)i<£. 

Si la continuité a lieu pour tous les points du champ, la fonction est dite 
continue sur le champ. 

Il est essentiel de remarquer que si l'ensemble n'est pas parfait^ c'est- 
à-dire ne contient pas son dérivé, la continuité en chaque point du champ 
n'entraîne pas la continuité uniforme sur le champ bien que celui-ci puisse 
être contenu dans un domaine fini. 

Par conséquent, parmi toutes les fonctions continues sur un champ 
donné, il faut encore distinguer celles qui sont uniformément continues. 
Au point de vue auquel nous nous placerons, ce seront là les plus impor- 
tantes, celles dont l'étude offrira le plus d'intérêt et le plus de profit. 

J'indiquerai immédiatement une propriété presque évidente, mais néan- 
moins importante, relative aux fonctions uniformément continues sur un 
champ dense. 

Soit P|, P2, . . . , Prt une suite de points du champ ayant pour limite 
un point Q, qui peut d'ailleurs ne pas appartenir au champ, et considérons 
la suite des valeurs correspondantes de la fonction F; soient F<, Fj, . . . , F„ 
ces valeurs; je dis que F;, a une limite lorsque P^i tend vers Q. En effet, la ^ 
fonction F étant uniformément continue, a tout nombre t positif arbitraire- 
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meiit donné on peut faire correspondre un nombre positif p tel que, P, P 
désignant deux points quelconques du champ pour lesquels 

|PF'|<P» 
on ait 

iF(F)~F(P)|<p (M. 

Par conséquent, on pourra trouver Tentier positif v tel que, n et n! étant 
supérieurs à v, on ait 

IF(P«0-F(P„)|<£, 

propriété qui caractérise la convergence de la suite F(P4), . . . , F(P;,), ... ; 
de plus la limite que nous désignerons par F(Q) est indépendante de la 
façon dont les points P,, Po, . . ., P„, .-. tendent vers Q. Nous pouvons 
donc trouver une fonction F(j;,, a-^, . . . , Xn)^ et une seule, définie dans un 
domaine continu (le champ dérivé du champ donné) et qui coïncide avec la 
fonction F(Ç|, Ç^, . . ., Ç„) en tous les points du champ donné. Le raisonne- 
ment montre de plus que la fonction F(a;|, .x^a, . . . , x^) est continue en 
tout point par rapport à l'ensemble des variables et par suite uniformé- 
ment continue en supposant, ce qui a été implicitement admis, que le 
champ de variation est limité. 

La nature de ce résultat semble, a priori, rendre un peu inutile la consi- 
dération des fonctions uniformément continues sur un champ dense, mais 
nous verrons plus loin qu'elles s'introduisent, au contraire, d'une manière 
naturelle dans la définition des fonctions quasi-périodiques. 

En effet, à toute fonction f{x) définie pour toutes les valeurs réelles de 
la variable a;, comprises entre — œ et -h oo, nous ferons correspondre une 
fonction F(Ç,, ^2? • • • j ?«) définie sur un champ dense donné, et c'est pré- 
cisément en imposant à F(Ç|, $2) • • • > ^n) la condition d'être uniformément 
continue que nous obtiendrons un ensemble de fonctions /(x) jouissant 
de propriétés particulières analogues à la périodicité. 

(*) Pour plus de siipplicitc, je pose 

IÏ^'l = v'(î',-iiJ'+(r.-^)' + -.-+^îi-5.7)« et F(P) = F($„5„ ...,î„)- 
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Ces préliminaires posés, j'aborde Tétiide des fonctions simplement pério- 
diques de une ou plusieurs variables réelles. J'aurais d'ailleurs pu me borner 
aux fonctions continues, puisque ce sont en réalité les seules que j'aurai 
à considérer dans les études ultérieures ; mais, comme un certain nombre des 
résultats obtenus paraissent présenter quelque intérêt indépendamment du 
but poursuivi, j'ai donné à cette première Partie une plus grande généra- 
lité, en ce qui concerne du moins les fonctions définies pour toutes les valeurs 
des variables, pour lesquelles l'hypothèse de la continuité ne m'a pas paru 
nécessaire. 

FONCTIONS PÉRIODIQUES d'uNE VARIABLE. 

Soit f{x) une fonction de la variable réelle x^ définie pour toutes les 
valeurs de x comprises entre — oo et -h œ. Le nombre a est dit période si 
l'on a, quel que soit or, 

\\ est clair que si a est période, ma^ où m désigne un entier quelconque 
positif ou négatif, est également période. L'ensemble formé avec les périodes 
comprend donc toujours, si la fonction est périodique, une infinité de termes 
qui, en valeur absolue, dépassent tout nombre donné. Quelle que soit 
d'ailleurs la nature de cet ensemble, ce dernier doit satisfaire aux conditions 
suivantes : si a, a sont deux termes quelconques de l'ensemble, la somme, 
la différence, et plus généralement tout nombre de la forme ma-^m'a' 
ijn^ m étant deux entiers quelconques positifs ou négatifs) appartient 
aussi à l'ensemble. 

Relativement à la nature de l'ensemble des périodes nous distinguerons 
deux cas, suivant que les modules des périodes ont ou n'ont pas o comme 
minimum absolu. 

i*^ Les modules des périodes sont supérieurs à un nombre fixe A dijfé- 
rent de o. Soit a une période; toute autre période b est nécessairement 
commensurable avec a, sinon on pourrait déterminer des enliers m et n de 
façon que la période ma -h nb soit aussi petite que l'on veut, par suite infé- 
rieure à A. 

a étant une période, toutes les périodes sont donc de la forme — > p et q 
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étant deux entiers que l'on peut supposer premiers entre eux; enfin si a 



— sont périodes, - 
que mq -\- np = ty et alors 



et — sont périodes, - est aussi période, car on peut choisir m ei n de façon 



pa a 

ma -\- n ^—- = - • 



Considérons toutes les périodes de la forme -> il y en a une qui est 

plus petite que toutes les autres, soit a = — • Alors si b est une période 
quelconque, elle est nécessairement de la forme b=p(t^ car si elle se 
mettait sous la forme — (/?, q premiers entre eux), - = — serait aussi 

période, et — est, par hypothèse, la plus petite période de la forme -• 

Ainsi dans ce cas il existe une période a que nous appellerons la période 
minimum, ieWe que toutes les autres périodes soient de la forme ma, 
m étant un entier quelconque positif ou négatif, et d'ailleurs tous les 
nombres de cette forme sont des périodes. 

2.^ Les modules des périodes ont o comme minimum absolu. Cela veut 
dire que, étant donné p aussi petit que Ton veut, il existe des périodes com- 
prises entre — p et h- p. Alors l'ensemble des périodes est un ensemble dense 
dans tout intervalle; en d'autres termes, étant donné A, il y a des périodes 
aussi voisines que l'on veut de A. 

Ceci posé, soit x^ une valeur quelconque de la variable, et considérons 
l'ensemble des valeurs x^^ 4- a, où a désigne une période quelconque. Cet 
ensemble est également dense dans tout intervalle, et la fonction /"(ar) a la 
même valeur pour tous les points de l'ensemble. Supposons que la fonc- 
tion /(x) ne soit pas une constante; il existe alors au moins une valeur x^ 
pour laquelIe/(a;o) 7^/(^1); l'ensemble a?< 4- a est également dense dans 
tout intervalle, et l'on a 

Par conséquent dans tout intervalle aussi petit qu'il soit, on pourra trouver 
des points pour lesquels/(a:) a la valeur/(a:o) et des points pour lesquels 
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f{x) a la valeur /(a;,). La fonction f{x) ne serait continue en aucun 
point, elle serait totalement discontinue (*)• 

Nous partagerons donc en deux classes l'ensemble des fonctions pério- 
diques : la première qui comprend les fonctions périodiques admettant 
une période minimum, la seconde les fonctions périodiques admettant des 
périodes infiniment petites. 

A la première classe appartiennent certainement toutes les fonctions 
périodiques continues ou ponctuellement discontinues, mais certaines 
fondions totalement discontinues peuvent également appartenir à cette 
classe. 

Quant à la seconde classe, elle se compose nécessairement, à part les 
constantes, de fonctions qui sont totalement discontinues. 

Nous exclurons de notre étude les fonctions de la seconde classe, à Texccp- 
tion toutefois des constantes pour lesquelles tout nombre peut être considéré 
comme une période. 

Remarques. — i^ Si une fonction périodique f{x) admet une dé- 
rivée f'(x) pour toutes les valeurs de x^ cette dérivée est évidemment 
périodique et les deux fonctions f{oo)y f\x) ont toutes leurs périodes 
communes. Il est évident que toute période def{x) appartient à f*{x). 
Inversement f{x) étant périodique, toute période de f\x) appartient 

En effet, soient a la période minimum de f(oc)j et b une période quel- 
conque def^x). On conclut de là 

/(^4-6)=/(^)-f-A 

et, par suite, 

Si b était incommensurable avec a, ma -h nb pourrait être choisi aussi petit 
que l'on veut, d'où l'on conclurait A = o, et, par suite, f(x h- ft) = f(x)j 

(1) n existe des fonctions totalement discontinues admettant des périodes infîniment 
petites. Tel serait le cas d'une fonction égale à o pour les valeurs rationnelles de. â:, à i pour 
les autres valeurs; l'ensemble des périodes se composerait alors de l'ensemble des nombres 
rationnels. 
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ce qui est impossible. On a donc 

y 

et, d'après le même raisonnement, 

/f X + ma 4- ^î^ j =/(a:) 4- /i A, 

OU, en choisissant m et /^ de façon que m -\ — ^ = i , 



d'où 

et, par suite, 

ce qui entraîne 



/(j?-ha)=/(^)4-nA; 
A = o, 

^ = 1, 



la période b appartient donc k/(x). 

qP Soit /(a?) une fonction périodique; si Ton effectue sur a? une substi- 
tution linéaire, la fonction reste périodique et la nature de l'ensemble des 
périodes n'est pas modifiée ; d'ailleurs les substitutions linéaires sont les seules 
transformations définissant une correspondance univoque de — oo à + qo 
entre les variables, et conservant la périodicité visHi-vis de toutes les fonc- 
tions périodiques. 

FONCTIONS PÉRIODIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. 

Soit F(a:|, 073, ... , x^) une fonction des variables réelles a:,, x,, . . . , x„ 
définie pour toutes les valeurs de ces variables. 

Nous dirons que a,, a^, . . . , a„ sont les éléments d'une période co si l'on 
a pour toutes les valeurs attribuées aux variables la relation 

Au point de vue géométrique a,, aj, . . . ,a„ sont dans l'espace à ndimen- 
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sîons les projections d'un vecteur; nous appellerons module de la période to 
la quantité v^aj-ha^-h. . .H-aj*,. 

Si 0)4, cojj, . . . , (0^ désignent des périodes quelconques, leur somme géo- 
métrique et, plus généralement, toute somme géométrique de la forme 

m,(wi) 4- m,((,),) 4-. . .-h m;,(a>^), 

OÙ /W4, /W2, . . ., m^ sont des entiers quelconques positifs ou négatifs, est 
également une période. 

Je me propose de rechercher la nature de l'ensemble des périodes o) 
appartenant à une même fonction. 

J'étudierai tout d'abord les fonctions F(a:,, a;^, •• -, x^) qui possèdent 
la propriété suivante : 

Sur toute droite A 

on peut trouver des points (au moins un) où F(a:, , a^a, . . . , x^) est continue 
par rapport à ^ensemble des variables. 

Il en résulte, en particulier : 

1^ Que toutes les fonctions de t obtenues en posant 

sont continues pour certaines valeurs de /; 

2** Que ces fonctions 9(t), si elles sont périodiques, n'admettent pas de 
périodes infiniment petites à moins d'être constantes. 

Il est à peine utile de remarquer que les fonctions continues (*) jouissent 
toujours de ces propriétés. 

Dans le cas des fonctions périodiques d'une variable, nous avons fait 
observer que les substitutions linéaires ne modifiaient en rien la nature de 
l'ensemble des périodes; il n'en est plus de même pour certaines fonctions 
de plusieurs variables. 



(*) Lorsque j'emploie i'expression fonction continue, j'entends par là la conlinuitc par 
rapport à l'ensemble des variables; je spécifierai quand il y aura lieu de distinguer la conti- 
nuité par rapport à certaines variables. 
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Avant de traiter le cas général, nous examinerons une classe de fonc- 
tions pour lesquelles la nature de l'ensemble des périodes n'est pas modifiée 
par les substitutions linéaires. 

Fonctions irréductibles. — Nous dirons que /a /o/ic//o/i ^{x^^x^^ ^'^^n) 
est IRRÉDUCTIBLE S* il cst impossible, par une substitution linéaire effectuée 
sur x^j x^y • > ', Xn9 de la ramener à une fonction d'un nombre moindre 
de variables. 

Au contraire, la fonction Y{x^y a?a, . . . , x^) sera réductible si, par une 
substitution linéaire convenable, on peut la transformer en une fonction 
*(rn 725 . • ., Yp), (avec p<n), où y,, y^, . . ., yp sont des fonctions 
linéaires de a;,, a;^, . . ., a?;,. 

Remarquons immédiatement qu'il n'y a pas à distinguer les cas où les 
formes linéaires sont ou ne sont pas homogènes, car on peut poser 

*(7i -+- f^u 72 H- ^2» • • •»7/>+ ^p) = ^(7i»7î» • • •» 7V)> 

et, pour cette raison, nous supposerons toujpurs que les formes linéaires de 
réduction sont homogènes. 

Si, dans la fonction 4) (y i, y 2, . . ., y^), les formes linéaires j^n 721 ••mJV 
n'étaient pas indépendantes, on pourrait abaisser encore le nombre des 
variables indépendantes. 

Si une fonction F(x\^ x^^ . . ., x^) est réductible, il est clair qu'on peut 
toujours la ramener à une fonction irréductible 0(/,, y^y . . ., yp) par une 
substitution linéaire convenable à déterminant non nul; déplus, si, par une 
autre substitution linéaire, on transforme également F en une fonction 
irréductible ^(^,, z^y . . ., z^)^ il est évident d'abord que q = p et ensuite 
qu'on peut passer de $(^,,^2, . . .,7>) à W(zty z^^ .. ., Zp) par une 
substitution linéaire à déterminant non nul. 

Nous ne nous préoccuperons pas de rechercher les caractères qui, dans 
le cas le plus général, permettent de reconnaître si une fonction est réduc- 
tible ou non. Nous ferons simplement remarquer que si la fonction 
F(a?|, iPa, . . ., x„) peut se ramener à une fonction irréductible de p va- 
riables ^(yn JKaj • • M Xp) g^ si elle admet des dérivées partielles continues 

^9 j—9 •••> -T^i il existe entre ces dernières n — /> relations linéaires 

E. " 3 
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homogènes et distinctes, à coefficients constants; la condition est néces- 
saire et suffisante. Dans le cas général on peut dire, en employant un lan- 
gage géométrique, qu'il existe n — p directions distinctes telles que, sur 
toute droite parallèle à l'une quelconque d'entre elles, la fonction reste 
constante. J'entends par n —p directions distinctes des directions telles 
que, dans le Tableau formé avec leurs projections sur les axes 



t'i'P 



les déterminants d'ordre n — pua soient pas tous nuls. On peut, du reste, 
avec ces n — p directions, en obtenir une infinité d'autres sur lesquelles la 
fonction est également constante, mais elles ne sont pas distinctes des 
précédentes. 

Nous remarquerons enfin que les substitutions linéaires ne modifient pas 
la nature des discontinuités d'une fonction. En particulier, si une fonction 
possède les propriétés définies page iG, il est clair que les fonctions irré- 
ductibles qu'on en déduit possèdent ces mêmes propriétés. Il y a plus : si 
une fonction possède les caractères de la page iG, et si elle est réductible ^ 
elle est continue pour toutes les valeurs des variables, ainsi que les fonc- 
tions irréductibles qu'on en déduit par substitution linéaire. Je ne m'attar- 
derai pas à la démonstration qui est facile ; on en conclut que, si une fonction 
possédant les propriétés en question est discontinue pour certains points, 
elle est certainement irréductible. 

Nous allons envisager maintenant les fonctions irréductibles au point de 
vue des périodes qu'elles peuvent présenter, et démontrer le théorème fon- 
damental suivant : 

Théorème. — Les fonctions irréductibles continues et, plus généra^ 
lernent, celles qui satisfont aux conditions de la page iG, ne peuvent 
admettre de périodes infiniment petites {c^est-à-dire de module aussi 
petit que Von veut). 

Tout d'abord voyons, au point de vue géométrique, quelle est la consé- 
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quence de l'irréductibilité. Soit A(a,, aj, . . ., a») une direction quelconque 
mais fixe, et considérons toutes les fonctions d'une variable obtenues en 
prenant les valeurs de la fonction sur les droites parallèles à A; en d'autres 
termes, considérons les fonctions obtenues en posant 

$(/) z=F{Xi-h «1^, x^-i a^t, . .., x,i-\-(XnC). 

Si F est irréductible, la fonction $(/) ne peut être constante quels que soient 
a*,, ^2, . . ., Xn* S'il en était autrement, il suffirait de changer les axes, et de 
prendre comme nouvel axe O^,, une droite parallèle à A; la nouvelle fonc- 
tion ^(^n jK2î • • -î JK/i) serait constante par rapport à j/-,, quels que soient 
y^^y^y • • «5 JKnî c'est-à-dire qu'elle ne contiendrait pas/^ ; la fonction F serait 
réductible, ce qui est contre l'hypothèse. 

Ceci posé, supposons que la fonction F admette des périodes de module 
aussi petit que l'on veut. Pour simplifier l'exposition, nous raisonnerons 
sur le cas' de trois variables. 

Imaginons une sphère de rayon un ayant l'origine O comme centre et, à 
toute période o)(a,, a^, a,), faisons correspondre sur la sphère le point de 
coordonnées 



qui définit ainsi la direction de la période considérée. 

Donnons-nous maintenant une suite de nombres positifs e, , £3, . . . , £a> • • •? 
tendant vers o; e,^ désignant l'un quelconque de ces nombres, il existe au 
moins une période (o^ dont le module est inférieur à e^t? de sorte que nous 
obtenons ainsi une suite de périodes a>,, (o.., . . . w^t, . . . dont les modules 
sont respectivement inférieurs à e,, £.^, . . ., e^t, .. .. Soient P,, P2, . . ., P;^, . .. 
leurs points représentatifs sur la sphère. L'ensemble des points P a sur la 
sphère au moins un point limite Pq, de coordonnées aj, a°, aj. Ce point P^ 
jouira de la propriété suivante : si, sur la sphère, on imagine une petite 
surface quelconque, un cercle de centre Pq par exemple, on pourra trouver 
à son intérieur des points représentatifs de périodes dont les modules sont 
inférieurs à tout nombre donné s. 

Soient maintenant, Q un point quelconque de l'espace, Q' un autre 
point quelconque situé sur la droite passant par Q et parallèle à OP©; et 
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désignons par F(Q) la valeur de la fonction au point Q. Je vais montrer 
qu'il existe dans tout domaine S entourant le point Q' (une sphère de 
centre Q' par exemple) des points Q'^ pour lesquels on a 

f(q;)=:F(0). 

Pour cela, à partir de l'origine commune Q, portons les segments 



0)j, 2(rjj), 3(w,), ..., /?(w,), 



WX, 2(0)^.), 3(wa.), 



p{<^k), 



A., 

• • > 

A,, 



Je désigne par A, , A^, . . ., A^, ... les droites qui portent les segments des 

lignes r, 2, ..., A', Les extrémités de tous ces segments forment un 

ensemble bien déterminé de points; soit E cet ensemble. Je dis que tout 
point de la droite QQ', Q' par exemple, est un point limite de l'ensemble E. 



Fig. I. 




Considérons en effet une petite sphère quelconque S {fig* 1) de centre Q', 
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de rayon p et une sphère S' de rayon ^ concentrique à la première. Puisque 

les droites A;t ont la droite QQ' comme droite limite, on pourra en trouver 
une infinité qui rencontrent la sphère S'; parmi les périodes correspon- 
dantes co^t, il y en aura donc certainement dont le module (*) est infé- 
rieur à -; si Ajt est l'une d'elles, il en résulte que la sphère S contient au moins 

une des extrémités Q'^ des vecteurs co;^, 2(0)^), ..., p{(i>k)- La sphère S 
ayant un rayon quelconque aussi petit que l'on veut, il en résulte bien que 
Q' est un point limite de Tensemble E. 

Or, en tout point de l'ensemble E, la fonction a manifestement pour 
valeur F(Q). Par conséquent, si la fonction était continue en Q', sa valeur 
ne pourrait être que F(Q). La démonstration s'achève alors immédiate- 
ment. La fonction F étant irréductible, elle ne peut être constante sur 
toutes les droites parallèles à QQ'. Soit donc QQ' une droite sur laquelle 
elle n'est pas constante. La fonction F satisfaisant aux conditions de la 
page 16, il existe sur QQ' un point Q' où elle est continue. Or nous venons 
de voir que si Q est un autre point quelconque de cette droite, on a né- 
cessairement 

F(Q)=zF(Q'); 

la fonction serait constante sur la droite QQ'* Nous arrivons à une contra- 
diction; on ne peut donc supposer qu'il existe des périodes infiniment 
petites. 

Le cas d'un nombre quelconque de variables se traiterait de façon iden- 
tique, et c'est seulement pour éviter des notations trop compliquées que je 
me suis borné aux fonctions de trois variables. 

Ainsi les fonctions irréductibles qui satisfont aux conditions définies 
page 16 n'admettent que des périodes finies, mais il est évident que toutes 
les fonctions irréductibles dont les périodes sont finies ne satisfont pas à ces 
conditions. On peut affirmer toutefois que, si une fonction irréductible pos- 
sède des périodes infiniment petites, elle est totalement discontinue sur 
certaines droites. 



(<) Les axes sont supposés reclanguiaires, mais on conçoit bien que cela n'a ici aucune 
importance. 
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Ici, comme dans le cas des fonctions d'une variable, nous diviserons en 
deux classes l'ensemble des fonctions irréductibles périodiques. 

La première classe comprendra celles dont les périodes sont finies; la 
seconde celles qui admettent des périodes infiniment petites; nous exclu- 
rons complètement de notre étude les fonctions de la deuxième classe 
qui, parla nature si singulière de leurs discontinuités, paraissent peu suscep- 
tibles d'applications utiles. 

Soient F(a;|, x^^ . . ., Xp) une fonction irréductible (*), a,, a^, . . ., a^, les 
éléments d'une période fixe co. La fonction de / 

^{t) = F(j?,H- a,^ a:,-+- a,^, . . .,^^4- a^O 

admet, quels que soient a;,, x^^ ..., a?^, la période i. Cherchons la plus 
petite période commune à toutes les fonctions $(/) obtenues en faisant 

varier x^^ x^^ . . ., a;^; elle est nécessairement de la forme -, de sorte qu'il 
suffira de former la suite 

II II 

I, -> 5> •••> -i 



et de s'arrêter dès que l'on aura trouvé une période qui ne soit pas 

commune; on est assuré de trouver une telle période, sans quoi F serait 
réductible. La période - de coordonnées — > ~, • • •? ^ est la période mini- 
mum correspondant à co. 

Transformation des périodes par substitution linéaire. Fonctions 
réductibles. — Les substitutions linéaires jouent dans cette théorie un rôle 
important qui s'explique aisément si l'on réfléchit qu'elles transforment la 
périodicité en elle-même, et qu'elles sont les seules substitutions jouissant 
de cette propriété. 

Soient F(iïr^, x^^ ..., x^) une fonction périodique quelconque, irréduc- 
tible ou non, ct)(a<, a^, . . ., a„) une période. Faisons, sur a;,, a^^, . . ., a:,,, la 



(*) A moins d'indication contraire, il ne s'agira plus désormais que de fonctions irré- 
ductibles à périodes finies. 
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(0 






•Xi. 



:Xîx,. 



+ >.;;^« 



1\ Xi 



it 



A, 



X" 



^O. 



La fonction F(a7,, 0:2, ..., x^) se transforme en une fonction 
^(/nJKa? ""» yn) ^t la période (o devient la période co'(p,, p^, . . ., p„) 
de la fonction O, p,, ^j, . . ., p^ se déduisant de a,, a,, . . ., a„ par la substi- 
tution (f). 

Si le module de la période o) est différent de o, le module de la période w' 
est aussi différent de o, et inversement, puisque le déterminant A n'est pas 
nul. Nous n'avons jusqu'ici rien supposé sur la réductibilité de la fonction F, 
Si celle-ci est irréductible, elle reste irréductible et toutes les nouvelles 
variables yo JK2J • • •> JK» figurent explicitement dans la fonction $. 

Supposons la fonction F(a;,, ar^, ..., x^) réductible, la substitution (1) 
étant choisie de façon qu'elle transforme F en une fonction irréductible 
de p variables $(>",, y^j • • •? JK/»)* Toute période a)(a^, aa, . . ., a„) à 
module :yé:o se transforme bien en une période ct)'(Pi5 p2> •••? P/» P/n-n •••??») 
pour laquelle 



mais l'on pourrait avoir 



V/Pî-h(3Î4-...4-P5^o; 



Pi = Pi=...= Pp=o, 



de sorte que la période co' n'aurait plus de signification vis-à-vis de la fonc- 
tion 0(y,, j.,, •••,7/»)- 

Nous dirons dans ce cas que la période co est une période impropre de la 
fonction F. Les périodes impropres s'évanouissent donc par la réduction. 
Leurs éléments vérifient les équations 



(2) 



Xî«.+ 
Xî«,+ 


XI 


«,+. 


• • + X'a„=o, 
. + Xî«„ — 0, 










[ X?«.-H 






.-hXS«,»=:o; 
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inversement, tout système de nombres 0C|, a^, . . ., a^ vérifiant ces équations 
représente une période impropre de la fonction F. L'ensemble des périodes 
impropres a donc la puissance du continu, et il y a des périodes impropres 
dont le module est aussi petit que l'on veut (* ). 

On verrait bien aisément que la définition des périodes impropres ne 
dépend pas de la substitution employée pour ramener F à une fonction irré- 
ductible. / 

La somme, la différence géométrique de deux périodes impropres est 
évidemment une période impropre. 

Nous appellerons, au contraire, période propre toute période de F dont 
les éléments ne vérifient pas les relations (2), et la définition ne dépend pas 
non plus de la substitution qui ramène F à être irréductible. 

La somme géométrique d'une période propre et d'une période impropre 
est une période propre. 

Toute période propre subsiste effectivement par toute substitution li- 
néaire; si a,,a2, ..., a;, sont ses éléments dans la fonction F (a^ij^Cj, . ..,^n), 
ses nouveaux éléments dans la fonction irréductible *(yn y2> • • • > Yp) sont 
donnés par les formules 

(3) , 

Mais il y a une infinité de périodes propres quiy par la substitution (i), 
se transforment en la même période ^i, Pa? • • • » P/> ^^ la fonction $. 

En effet, si à une période propre on ajoute, ou on soustrait, géométrique- 
ment un nombre quelconque de périodes impropres, la période correspon- 
dante dans la fonction $ reste invariable. Cela résulte immédiatement du 
fait que les éléments d'une période impropre vérifient les équations (2). 
Inversement si deux périodes propres correspondent par la substitution (i) 
a une même période de la fonction <&, elles diffèrent géométriquement 
d'une période impropre. 

(1; Les fonctions réductibles possèdent donc des périodes inGniinent petites. Chaque 
fois que Ton pourra établir qu'une fonction ne possède pas de périodes infîniment p.etites, 
on sera assuré qu'elle est irréductible. 
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Les périodes propres qui correspondent ainsi à une même période de la 
fonction $ seront appelées des périodes équivalentes. Ici encore il faut 
remarquer que la définition de l'équivalence est indépendante de la substi- 
tution employée pour transformer F en une fonction irréductible. 

Nous avons ainsi divisé en deux classes bien distinctes les périodes d'une 
fonction réductible : i ° les périodes impropres qui disparaissent par réduc- 
tion; Qp les périodes propres qui se séparent en groupes de périodes équi- 
valentes ^ chaque groupe correspondant à une période de la fonction irré- 
ductible $• 

L'addition d'une période impropre à une période donnée ne change pas 
la nature de cette dernière, et enfin la nature d'une période quelconque 
reste invariable par toute substitution linéaire à déterminant différent de o. 

Périodes propres distinctes. — Soient p périodes propres (o^ , (Oj, . . . , o)^ 
d'une fonction quelconque F(a;,, iCa, . . . , Xn) supposée réductible à q -s^- 
riablesy^j^a, . . . , y^; cela veut dire que y,, y^^ . . . , y^ étant q formes 
linéaires indépendantes en a?,, a?2, ..., x^ convenablement choisies, on a 
identiquement 

F(;r„ œ^, ...,^«) = *(/!,/„ ..., J^), 

$ étant une fonction irréductible des nouvelles variables X0JK2? •••^jKç* 
Désignons respectivement par (PJ, . . . , P^), (Pî, . . . , PJ), . . . , (P^, . . . , p^ 
les nouveaux éléments des périodes (o dans $. Nous dirons que les p pé- 
riodes considérées sont distinctes^ si dans le Tableau des éléments 

Pî Pi ... PJ 

Pf P? ... P? 

il y a au moins un déterminant d'ordre p différent de o. 

Bien que le mot de distinctes convienne assez mal pour qualifier une telle 
propriété, je l'emploierai cependant au lieu du mot indépendantes, qui sem- 
blerait mieux choisi, mais que je veux réserver pour exprimer une autre 
propriété qui sera étudiée dans la deuxième Partie. 

Il résulte de là que la fonction F(a:,, 0^2, ..., x^) ne peut admettre plus de 
q périodes propres distinctes, q étant lui-même inférieur, au plus égal, à n. 
E. 4 
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Si Ton désigne par (aj, a^j • • • ? *«)» • • • » (ûcf ? «a» • • • j *«) ^^s éléments 
de j!) périodes propres distinctes to dans la fonction F, il est évident que 
dans le Tableau 



il y a au moins un déterminant d'ordre p différent de o. Cette condition 
est nécessaire; mais elle n'est suffisante que si la fonction est irréductible. 

Des périodes distinctes restent distinctes par toute substitution linéaire à 
déterminant différent de o. 

Si des périodes sont distinctes, celles que l'on obtient en leur ajoutant 
respectivement des périodes impropres quelconques sont aussi distinctes. 

Soientp périodes propres distinctes a)|(aj, . . . , a^), . . . , o);,(af , . . . , aj^) 
et plus généralement p périodes quelconques telles que dans le Tableau 
formé avec leurs np éléments il y ait au moins un déterminant d'ordre p 
différent de o. 

Effectuons la substitution linéaire 



-. = «1^ 



^r, = 0L\^ 



-f-a 



y* 






ap 
ap 






^n — ^n ^ "^ *M ^ 



ap 



OÙ a,, «2, . . . , Up sont des nombres quelconques différents de o, les coeffi- 
cients \{ restant arbitraires, à la seule condition que le déterminant 









ap 






'*fi 
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ne soit pas nul, ce qui est possible avec hypothèse faite. La substitu- 
tion précédente transforme la période ct)<(a], a^, ..., (x-l) en la pé- 
riode (i>\(aiy G, G, ... , o); de même la période Ci)2(aJ, a^, . . ., al) en la 
période C0j(o, «a? o> • • •> o) et ainsi de suite. En d'autres termes les vec- 
teurs périodes co,, (Oj, . . . , co^ se transforment en vecteurs périodes (o'^ 
a>2, . . . , (0^ dirigés suivant des nouveaux axes de coordonnées; la fonction 

F(^4>^25 •••)^/i)devientune nouvelle fonction$(y^,y2> •••)^/»j//>4-n •••jyn) 
périodique séparément par rapport à chacune des nouvelles variables /<, 
JKa) • • mJK>j l^s nombres périodes correspondants a,, ^21 • • -j ûj^ pouvant 
être d'ailleurs arbitrairement choisis. 

Constitution de l^ensemble des périodes d'une fonction irréductible. — 
Une fonction irréductible n'a que des périodes propres. Nous pouvons faire 
sur elle telle substitution linéaire que l'on voudra sans altérer la nature de 
l'ensemble de ses périodes. 

Soit donc F(a;<, a^j, . . . , a?„) une fonction irréductible. Elle admet au 
plus n périodes distinctes au sens que nous avons attaché à ce mot (p. 25). 
D'une façon générale, supposons qu'il y en ait au plus /?, {p .^ n). 
. Comme nous venons de le voir, une substitution linéaire convenable 
transformera la fonction 



en une fonction 



F{Xi, X^j .. ., Xn) 



*(/i.7j> "-yypfyp^u ...,7«) 



périodique séparément par rapport aux variables j^n JKaj • • • ? JV>; soient 
a,, «2, ...yGj, les périodes correspondantes. La fonction <P est irréductible, 
et la fonction F n'ayant pas plus de p périodes distinctes, il en est de même 
de la fonction $; soient p,, ^2? • • •? P» les éléments d'une période quelconque 
de O ; dans le Tableau 



«1 





. 


. . . 











a^ 


. 


.. . . 














. 


. ap 








p. 


p. 


. 


. (3. 


P/.+, . 


.. p„ 
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tous les déterminants d'ordre p -\- i sont nuls, d'où 

Py+l = ^P^l — . . . — P;, = O. 

Nous avons donc à rechercher tous les systèmes de nombres ^n Ps> • • • » 
^p qui permettent d'écrire l'identité 

Nous voyons qu'on peut faire abstraction des variables yp^st • • • ^JK»; 
elles ne jouent plus aucun rôle. Il suffit de remarquer que la fonction <b 
considérée comme fonction des seules variables /^ya? • • • ? JV ^st irréduc- 
tible ou plus exactement elle n'est pas réductible pour tout système de 
valeurs attribuées ày^^-if • • • > Yn- Donnons alors à ces variables des va- 
leurs fixes jK^+i j •••»>"« ^^î rendent $ irréductible et posons 

Si P<, p2j • • • > ^p sont les éléments d'une période quelconque on aura, 
quels que soient les entiers m, Wi, /ij, . • . , rip^ 

Or, d'après un théorème connu, employé notamment par MM. Hermite 
et Kronecker dans leurs recherches sur les périodes, on peut choisir les 
entiers m^ n^^ n^^ . . .^ np^ avec m^o^ de façon que les nombres 

soient en valeur absolue inférieurs à tout nombre donné e. 

Si les rapports ^,^9 "">— ne sont pas tous commensurables, les 

nombres m[î,-h /i/a^ quoique infiniment petits ne sont pas tous nuls. La 
fonction T admettrait donc des périodes infiniment petites, ce qui est 
impossible puisqu'elle est irréductible. 

Les rapports — ; . . ., i-^ sont par suite tous commensurables et l'on peut 
poser 

les coefficients [jl, étant des nombres rationnels. 
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Ceci montre déjà que Y ensemble des périodes de la fonction ^, ou $, 
ou F est dénombrable. 

Le nombre maximum p^ de périodes distinctes, s'appellera Vordre 
périodique de la fonction F. 

Systèmes minimum. — Mais nous pouvons aller plus loin encore. Rai- 
sonnons sur la fonction irréductible $ (y < , y^^ . . . , yp^ y^^i , . . . , y^) pério- 
dique séparément par rapport aux variables jKn ^2? • • • > JK/i> ^^ d'ordre 
périodique j9. 

Dans Pespace à n dimensions marquons tous les points de coordon- 
nées (p,, P2? • • • j P/»j Oj • • • j o) correspondant aux diverses périodes de la 
fonction $. Ces points sont d'ailleurs tous contenus dans un espace à /? di- 
mensions. 

Les modules des périodes ont un minimum absolu p différent de o, puis- 
qu'il n'y a pas de périodes infiniment petites; par conséquent la distance de 
deux points périodes quelconques est supérieure ou au plus égale à p, de 
sorte qu'un espace limité contient un nombre limité de points. 

Il suit de là qu'on pourra trouver un volume parallélépipédique ayant l'ori- 
gine comme sommet, des points périodes comme sommets adjacents, et tel 
qu'il n'y ait aucun point période à son intérieur ni sur ses faces. 

Avec ce parallélépipède fondamental on peut construire un réseau de 
parallélépipèdes dont tous les sommets sont des points périodes. 

S'il existait quelque part un point période qui ne fût pas un sommet de 
ce réseau, son homologue dans le parallélépipède fondamental serait aussi 
un point période, ce qui est impossible. 

Nous appellerons système minimum tout système de p périodes qui 
définit ainsi un parallélépipède fondamental. 

Il est dès lors évident que, si les p périodes oj,(a|, o, , o), 

0)2(0, aj, , o), . . ., ci)^(o, . . ., o, o^,, o, . . ., o) de la fonction O forment 

un système minimum, une période quelconque a ses éléments de la forme 

les coefficients m, étant des entiers; inversement p,, ^2? •••)?/> définissent 
une période quels que soient les entiers m,-. 

Géométriquement on peut dire encore que si w,, coj, . . . , co^ sont p pé- 
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riodes dislinctea formant un système minimum, toute période (o est une 
somme géométrique de la forme 

propriété qui est ainsi indépendante du choix des axes de coordonnées. 

Les systèmes de périodes minimum correspondent à la période minimum 
dans le cas d^une fonction périodique d'une seule variable, mais dans le cas 
d^une fonction périodique de plusieurs variables, ou plus exactement dans 
le cas des fonctions périodiques d'ordre plus grand que un^ il y a une infinité 
de systèmes minimum, et il est facile de voir comment ils se déduisent les 
uns des autres. 

Soit F(a?|, 07,, . . . , Xn) une fonction irréductible quelconque, périodique 
d'ordre jo ; (o,, coj, . . . , (o^ un système de périodes minimum ; c*>', , oj^, . . , , o>^ 
un second système minimum. On a 

Icoi = m}(w,)-l-mJ(Gjj) -h.. .-hm;,(wp) j 
> m{ entier. 
a);,= mf((k)i)-hmÇ(a),)H-...4-/nJ(wp) ) 

Il faut exprimer qu'une période quelconque 

ck)=:mi((k)i)-h /«,(&),) -h. . .-h/np(&)p) (m/ enlier) 

s'exprime par une somme géométrique de la même forme au moyen de eu',, 
«^ = Fi( w'i ) -^ • • --^ FpCw].) (F/ entier), 



(U^, ,..,0)^ 



il faut pour cela que, quels que soient les entiers m,, m^, . . . , m^, on puisse 
trouver les entiers p^n (Xj, . . . , (x^ de façon que Ton ait 

m, = m} fzi 4- -f- mj/x^, 



mp — m],iL^^ -H m';,ii.p. 

La condition est immédiate, il faut que le déterminant 



A = 
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qui est nécessairement différent de o, soit éjjal à db i. C'est une condition 
nécessaire et manifestement suffisante. 

Dans un tel déterminant les termes d'une même rangée sont nécessaire- 
ment premiers entre eux, et à part cette condition ils sont arbitraires. 

Plus généralement tous les déterminants d'ordre k que Ton peut former 
avec les éléments de h rangées parallèles sont premiers entre eux, comme 
le montre le développement de A, suivant la règle de Laplace, et, à part cette 
condition, ils sont arbitraires (*). 

Supposons que les vecteurs ci>,, co^, . . ., co^ soient dirigés suivant les axes 
de coordonnées oa?,, ox^t ..., oXp^ soient (a,o...o), {oa^o...6)y ... les 
coordonnées de leurs extrémités. — a>'^ (o^ . . . (o^ étant un système minimum 
quelconque défini par les formules (i), on a 



M = 



m\ax mja. 



mfai 



m^ap 



m^Cp 



= A X ^1 ei| . « . tfp = ±: »! <Zf . . . a^ 



le déterminant formé ai^ec les éléments (*) des périodes d'un système 
minimum a la même valeur pour tous les systèmes minimum. 

Si Ton considérait, au contraire, p périodes distinctes quelconques, le 
même déterminant 



M'= 



m',« a, 


mi' a. . 


.. m'^a/ 


= a^a^. 


..Op 


mV . 


.. «;.• 


m'.'a. 





. m'^a. 






mr . 


. m',' 



serait toujours en valeur absolue supérieur à M. 

Ces propriétés ont d'ailleurs une interprétation géométrique fort simple 
et bien connue dans les cas de deux et trois variables. 

Dans le cas de deux variables ou plus exactement dans le cas des fonctions 
périodiques d'ordre 2, si l'on marque les points représentatifs (') de deux 
périodes formant un système minimum quelconque, on a ce théorème : 



(1) Gela résulte immédiatement d'une Note (Note I) placée à la fin de ce travail. 

(*) Je fais abstraction des variables Xp+iy . • ., Xn- 

(*) Les points représentatifs des périodes sont tous dans un même plan. 
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Uaire du parallélogramme construit sur ces points périodes est 
constante. 

Dans le cas où Tordre est égal à 3 : 

Le volume V du parallélépipède construit sur les trois périodes d'un 
système minimum quelconque est constant^ de plus le volume du paral- 
lélépipède construit sur trois périodes distinctes, qui ne forment pas un 
système minimum, est toujours supérieur à V, 

Nous verrons plus loin une généralisation de ces propriétés qui est la 
suivante : si F(a:,, x^, . .., ic^) est une fonction continue quelconque, périor 
dique d'ordre />, l'intégrale 

/ / • • • / ^{^u^u • • '9^p)d^i dxx . . . dxp 

prise à l'intérieur du parallélépipède construit sur un système minimum de 
périodes est constante; en supposant F constant on obtient les résultats 
précédents. 

Constitution de V ensemble des périodes d'une fonction réductible. — 
Soit F(a7,,a72, ...,a7„) une fonction réductible à une fonction irréductible 
de q variables ^{y^ j ^2? • • • j y^)- I^' ordre périodique de F sera par défi- 
nition celui de la fonction $, désignons-le par p, (p = q)> Soit S la substi- 
tution qui permet de passer de F à $, 

(S) 

7^=XîXi4- -^K^'nf 



i 7» = M*'^i-+- H-X^JT,,. 



Il convient de remarquer que si l'on change arbitrairement les coeffi- 
cients X figurant dans les n — q dernières formes linéaires précédentes, la 
fonction $ reste invariable. 

Nous avons divisé en deux classes les périodes de la fonction F : l^s 
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périodes impropres û ( * ) dont les éléments vérifient les équations 

XJ a, -h XJ «,-+-... -f- Aia„= o, 



Xîai-HXîa,-h...-l-Xîa;^=o, 



et qui disparaissent par la réduction, et les périodes propres qui se conservent 
intégralement. 

Soient (ù\ , co^, . . ., co^, p périodes de la fonction $, formant un système 
minimum; désignons par to^ une période propre de F qui se transforme (*) 
par la substitution (S) en la période co'^, par o>^ une période qui devient 
(o^, . . ., et par o) une période quelconque qui devient co'. 

On a alors entre o)', co'^, (o^, . . ., (o^ une relation géométrique de la forme 

(1)'=: /ni(û)i ) -H /w,(o)',) -f ...-+- mp (wj,), 

m,, /Wj, . . ., mp désignant des entiers, d'où 

û) = m,(c«),) -H mî(w2)-h. . .4- Wp(«p)-i- (û), 

Q désignant une période impropre ou une somme géométrique de périodes 
impropres quelconques. 

L^ ensemble des périodes est donc formé par l'association de deux en- 
sembles : l'un dénombrable obtenu en faisant varier les entiers positif s j 
négatifs ou nuls m^^m^^ ...^mp\ Vautre continu, constitué par V ensemble 
des périodes impropres û qui dépendent den — q paramètres arbitraires. 

Remarque. — Soit F(a7«, x^^ ..., x^) une fonction réductible à q va- 
riables et périodique d'ordre p. On peut écrire identiquement 

>^M JK2J • • M y^ désignant q formes linéaires indépendantes en a?,, a^a, . . ., a?,, 
et $ une fonction irréductible. Un système P de ^ périodes propres dis- 
tinctes de F se transforme en un système P' de p périodes distinctes de $. 

(1) Voir pages 23 et 24. 

(*) La période wi n'est définie qu'à une somme géométrique de périodes impropres près. 

E. 5 
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Par une substitution linéaire, à déterminant différent de o, sur les q va- 
riables y, on peut transformer les périodes P' en vecteurs périodes dirigés 
suivant les nouveaux axes de coordonnées, les nombres périodes corres- 
pondants ayant des valeurs arbitraires données à l'avance a,, a^, . . ., a^, de 
sorte que finalement, en combinant les deux opérations, on voit qu'il existe 
q formes linéaires indépendantes en a;,, a?^, . . ., x^,, 

1^, zz: Aj J7j-|- AjOTi-H. . . -f- f^n^n* 

telles que l'on ait identiquement 

$ étant une fonction irréductible périodique séparément par rapport aux 
variables y,, j2,..., 7^. 

Si le système de périodes P est minimum, la fonction $ se trouve elle- 
même rapportée à un système minimum. 

Il est facile de former des équations linéaires auxquelles doivent satisfaire 
les coefficients X des formes (i). Si Ton désigne par ot),(aJ, a*, ..., a^), ..., 
a)^(af , . . ., ajf) les éléments des périodes P dans F, on doit avoir 



(2) ( >/, a'i4-X;ai + ...-hXf, a;, = «r/, 

xi^*«{+ -+->;r«;,=o, 



1 ^ «',+ ^^i <^-o; 

l'on a ainsi p groupes de relations analogues obtenues en faisant 

Ces relations n'indiquent pas immédiatement la forme que doit avoir la 
substitution (i). On peut trouver cependant des formes assez remarquables 
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de ces substitutions. Adjoignons aux formes {i) n — q nouvelles formes 



(3) 



yn — l'I ^i -+- ■ 



■ ^11 *^/M 



définissant avec les q premières une substitution complète ; ces /^ — y formes 
sont arbitraires, assujetties simplement à cette condition que le déterminant 
des n formes (i) et (3) soit différent de o. Les formes (i) et (3) peuvent 
être résolues par rapport à x^ , 0^2, ..., x^^ et si l'on porte ces valeurs dans F 
il est clair que l'on obtient toujours la même fonction $(jKn •••jy^)- 
Soient donc 



(4) 



» 



les formes (1) et (3) résolues par rapport à a;,, iCj, .. ., x^. 

Considérons la période (0/(a' , . . ., a),) par exemple de la fonction F. La 
substitution complète représentée par les formules (i) et (3) lui fait corres- 
pondre les éléments (o, . . ., o, a^, o, . . ., o, ^^^^ . . ., P'„), les ^ n'étant pas 
nécessairement nuls. Effectuons la nouvelle substitution 



^1 ^^^j» 



— y Pi 






^n —<yi -*-v;/« +...-+-■ 



-7+ 



yi^r 



Kyn 



où les coefficients v, provisoirement arbitraires, vérifient seulement l'iné- 
galité 



A = 






"q+l 



v7+t 



7^0, 



le module de la nouvelle substitution étant ainsi diiTérent de zéro. Par cette 
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substitution qui est, en définitive, une substitution sur les x^ la fonction $, 
ou si Ton veut la fonction F, se transforme en une nouvelle fonction irré- 
ductible 'ï'(^o 5,, . . ., >î^, . . ., Zq) périodique séparément par rapport à z,, 
z.^^ ...^Zp^àt sorte que par la substitution totale, à déterminant non nul, 

1^1 =^ Aj 5j -H . . . -h A j Zny 

^n ■= A „ 5| -h . . . H- A „ C„, 

les p périodes données de F se transforment en p périodes de W dirigées 
suivant les axes o^,, . . ., oz^. 

Or, déterminons les coefficients v de façon que l'on ait 

> « = 1,2, 

cela est toujours possible tout en satisfaisant à la condition à^Oj puisque ces 
équations sont résolues par rapport à v^"^',v^^', ..., vj^'avec/=i, 2, ...^n--q 
et que ai, aa, ...^ap sont différents de o. Dans ces conditions, les for- 
mules (5) font correspondre aux systèmes de valeurs (a|, a*, . . ., a^), . . ., 
(af , aj, . . ., aj^) attribuées à x,, 073, . . ., ic„ respectivement les systèmes de 

valeurs \a,, 0,0,.. ., o/, (o, «j, o, . . ., o), . . ., (o, . . ., o, . .., a^, o, ..., o) 
attribuées k z^^z^^ ...^ z^\ elles sont donc de la forme 

ûTi a, a^, 

(o) < ^1 ^1 ^p 



formules où entrent explicitement les éléments des périodes (a], ..., a,*,), .•., 
(af , ..., aj^) qui par la substitution (6) se transforment en périodes axiales. 
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En définitive, nous avons établi que, étant donnée une fonction 

réductible à q variables et périodique d'ordre /?, il existe des substitutions 
linéaires de la forme (6) qui ramènent F à une fonction irréductible 
"5^(^1,52, . . ., s:^, . . ., :?^) périodique séparément par rapport aux variables 
z,, ^2, . . ., js:^; les nombres périodes correspondants a^^a^^ *.*^ap pouvant 
être choisis arbitrairement ainsi que le système des p périodes propres 
distinctes ù)^(aj, . . •, a^), . . ., <t)p(af , . . ., a^) de la fonction F qui doivent 
leur correspondre linéairement. 

Conclusion. — Je résume maintenant les traits essentiels des résultats 
obtenus. Une fonction périodique F(a7,, a^a, . . ., Xn) étant donnée (on sup- 
pose que F satisfait aux conditions de la page i6, ou plus généralement, 
que ses fonctions irréductibles n'ont pas de périodes infiniment petites), 
nous avons défini : 

1° U ordre de réductibilitéy c'est-à-dire le nombre minimum q de va- 
riables indépendantes, fonctions linéaires de itr,, x^^ ..., x^ au moyen 
desquelles on peut exprimer F; 

2** U ordre périodique />, c'est-à-dire le nombre maximum de périodes 
propres distinctes de la fonction donnée, le nombre jo étant nécessairement 
inférieur, au plus égal à q. Les fonctions pour lesquelles p est égal à q 
admettent le maximum de périodes; ce sont les fonctions que l'on pourrait 
appeler entièrement périodiques y les autres étant par opposition des fonc- 
tions partiellement périodiques. 

ÉTUDE d'une classe PARTICULIÈRE DE FONCTIONS PÉRIODIQUES. 

Nous rencontrerons fréquemment dans la suite des fonctions qui, sans 
être irréductibles, sont périodiques séparément par rapport à un certain 
nombre de variables. 

Soit, pour considérer le cas le plus simple, F(a?, , ic^, . . . , Xj^) une fonction 
que nous supposerons réductible à q variables par substitution linéaire, et 
périodique en a;,, a^j, . . ., x^ séparément. Désignons par a^^ a^^ ...^ a^ les 
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périodes correspondantes. Nous supposons de plus que la fonction F n'est 
constante par rapport à aucune des variables x^^x^^ ,,.^Xn qu'elle contient 
toutes effectivement. 

Quel est l'ordre périodique de la fonction F? Nous allons montrer qu'il 
est égal à y, c'est-à-dire que la fonction F est entièrement périodique. 
Soient, en effet, 

Ji = >' 1 ^1 -+- X{ .r, -f . . . 4- >.ix„, 
J, -- X* a:, -h 4- 'klxn. 



(0 

y^-l\jc,-\- -hXÎj;'; 



( 



n** rt» 



les q formes linéaires indépendantes qui transforment F en la fonction irré- 
ductible ^(^n J^2î •• M yq)' Il y a parmi les déterminants que l'on peut 
former avec les X un déterminant d'ordre q différent de zéro. De plus, les 
coefficients XI, X^^, . . ., XJ relatifs à une même colonne quelconque, celle de 
rang i, ne sont pas tous nuls sans quoi F ne contiendrait pas la variable x^. 
Ceci posé, nous connaissons n périodes de la fonction F, les périodes 
ci}^(a,, o, o, . . ., o), (02(0, «2, o, . . ,, o), . . ., (Oa(o, o, ..., o, «rt)' Au moyen 
des formes (1) elles se transforment en périodes dont les éléments sont 
respectivement 



*!> 



(2) ^ 

W/ y V «i> ^/ «ô • • • » ^? ^h 

• • > . . . . , . . • . ) • • > . . . . , 

On voit d'abord que les éléments de la période (O/, par exemple, ne 
peuvent être tous nuls, puisque les coefficients X^î, . . . , XJ ne sont pas tous 
nuls. Donc, les périodes co^, co^, . . ., (o^ sont nécessairement des périodes 
propres. Cherchons combien il y en a de distinctes (p. 25). Pour cela, 
dans le Tableau des éléments (2) il faudra trouver l'ordre du déterminant 
d'ordre le plus élevé qui ne soit pas nul. Les a étant différents de zéro cet 
ordre est exactement égal à gr, puisque les formes (i) sont indépendantes. 
La fonction ^(^n JKi») • • • ? y^) possédant q périodes distinctes est donc 
entièrement périodique. 
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On peut effectuer sur les. variables >"« , ^a, . . . , JK^ une nouvelle substitution 
linéaire, à déterminant non nul, de façon que q périodes propres distinctes 
arbitrairement choisies (ici /? = q) deviennent des périodes dirigées suivant 
les nouveaux axes de coordonnées (on pourrait choisir, en particulier, un 
système minimum de périodes). En combinant les deux substitutions suc- 
cessives, on voit qu'il existe q formes linéaires, que nous supposerons être 
les formes (i), transformant F en une fonction irréductible, que nous suppo- 
serons être la fonction O, et périodique par rapport à toutes les variables, 
les périodes correspondantes 6,, 62, . . ., 6^ pouvant d'ailleurs être arbitrai- 
rement choisies, et nous avons même indiqué (p. 36) des formes particu- 
lières de ces substitutions. 

La substitution (i) prend ici une forme remarquable qu'il est aisé 
d'obtenir directement. Observons en effet que toute période de la fonc- 
tion $(^«,^2? •••5 JK^) ^ ses éléments de la forme /r, 6,, kj)^^ ..., /c^è^, où 
/f|, . . ., /r^ sont des nombres rationnels (p. .28), des entiers si les périodes 
axiales constituent un système minimum. 

Or, considérons la période transformée de la période a)/(o,o, . . . , o, a„o,o), 
ses éléments deviennent dans $ 

d'où, cette conclusion que les nombres 

sont rationnels, de sorte que les formes linéaires (i) peuvent s'écrire 

6, «1 «j «» 

,,, {i=^î^4. + pîj^, 

(3) / 6, • «1 ' a„ 



^ — a*? — -f- . -4- a'' — 



les coefficients ]k\ étant rationnels, entiers si le système des périodes 
axiales dans $ est un système minimum. 
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Il y a évidemment une infinité de formes linéaires telles que (3) qui per- 
mettent de transformer F en une fonction irréductible périodique par 
rapport à chaque variable. A tout système de q périodes propres, choisies 
dans F, que l'on veut rendre axiales correspond une substitution de la 
forme (3), ou plus exactement un ensemble de substitutions de cette forme 
où seuls les nombres 6,, ô^? • • •> *f restent arbitraires. 

Si l'on fait sur les variables JKm ^2? • • •? ^'y "ï^^ nouvelle substitution, de 
façon que les nouveaux axes portent encore des vecteurs périodes, cette 
substitution s'écrit 

(4) { } v^ rationnels^ 

et l'on voit comment se rattachent entre elles les substitutions de la 
forme (3). 

Supposons que l'on choisisse dans F deux systèmes minimum S, S' de 
périodes propres. Au système S correspond par une substitution de la 
forme (3) une fonction 9(y^J ..., y^) dans laquelle les périodes du sys- 
tème S sont transformées en périodes (6,, o, ...,o), ..., (o, o, ..., o, Z?^) diri- 
gées suivant les axes et formant dans $ un système minimum. De même, 
au système S' correspond, par une substitution de la forme (3), une fonc- 
tion W(z^j z^y .. .^ Zç) dans laquelle les périodes du système S' sont trans- 
formées en périodes (c,,©, ...,0) ..., (o, ...,o, c^) dirigées suivant 
les axes .et formant dans W un système minimum. Entre les variables 
(j^M^'a? •••)J^y)> (^u ^2> •••? ^^) existent des relations de la forme (4)- 
Mais ici les coefficients v{ sont entiers, et l'on a de plus 



A = 



V? ... v^ 
"1 • • • "7 



= l!li. 



En eflet, les périodes (6i, o, . . ., o), (o, 62? o, . . ., o), . . ., (o, . . ., o, h^) se 
transforment par la substitution (4) en périodes de coordonnées respec- 
tives (v]c4,vjc2, . ..,v^c^), ..., (v^c«, ..., vjc^); ces périodes forment en- 
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core un système minimum, ce qui exige : i** que les coefficients vf soient 
entiers ; 2^ que le déterminant A soit égal à i±i i comme cela résulte de ce 
qui a été établi page 3o. 

On remarquera que si Ton connaît une substitution de la forme (3) et, 
en particulier, une substitution correspondant à un système minimum 
de q périodes propres, il est aisé d'obtenir toutes les périodes de la fonc- 
tion F(iP|, a?2, . . ., Xn)\ a^, a2, . . ., a„ désignant les éléments d'une période 
quelconque, ces nombres vérifient les équations linéaires 



(5) 



«Ml , OC* ( (*-§i 

"1 wj «« 

"^t=i'-\~+ +^";r' 



'»,=Fî^+ +f^r*- 



-y 



ai a„ 

dans lesquelles a,, ag, ..., a,^ sont les inconnues et m,, /w^, ..., niç des 
entiers quelconques pouvant être nuls. Cela résulte du fait que les périodes 
se transforment par les substitutions linéaires et que, d'autre part (p. 29), 
les périodes de $ ont des éléments de la forme //2,&,, ..., m^bç. Si les 
entiers mi, ma, ...^m^ sont tous nuls, on obtient ainsi l'ensemble des pé- 
riodes impropres. 

Fonctions de fonctions périodiques. — A la classe de fonctions que 
nous étudions actuellement appartiennent les fonctions de fonctions pério- 
diques, c'est-à-dire les fonctions de la forme 

F[f/,(^,), //,(a?j), . . ., w«(^/i)], 

dans laquelle z/,(x-,), ..., u^Çx^) sont des fonctions périodiques de périodes 
respectives a,, a^, . . ., a^. 

Nous supposons : i ^ que la fonction F n'est constante par rapport à aucune 
des variables «^,, Wa? • ••? ^tn ^^ que les fonctions périodiques Ui(xi) ne sont 
pas constantes. Dans ces conditions la fonction F [W|(x', ), u.2{x.^)^ .. . , w„(a:';,)] 
n'est constante par rapport à aucune des variables x^^ x.j^ . . ., x^. 

E. G 
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Nous bornant au cas particulier où les fonctions F, w,(a;,), ..., Un(xn) 
sont des fonctions continues, nous démontrerons le théorème suivant : 

La fonction F[m,(j:^), . . ., Uj^{x^ est irréductible. 

La démonstration nous indiquera d'ailleurs à quelles conditions cette 
proposition s'étendrait au cas de fonctions discontinues. 

Pour établir le théorème je remarque d'abord que, si u(x) est une fonc- 
tion périodique continue, l'équation 

£/(j7 -h a) — U(x) =r G 

a des racines, quelle que soit la constante a. S'il en était autrement la fonction 
continue u(x 4- a) — u{x) garderait un signe constant, elle serait positive, 
par exemple, sans être jamais nulle; on aurait donc, quel que soit x, 

u{u- H- a) — u(a:) > o 

et, par suite aussi, quel que soit l'entier positif /«,- 

u{jc -{- ncx) ^ u{x) > o; 

si a est commensurable avec la période a ( a = — b cela est manifestement 
impossible puisqu'il suffirait de prendre n = q pour avoir 

u{.T -^ qa) — u{ûc) = 0; 

si a est incommensurable avec a, étant donnés a; et^ quelconques, on peut 
choisir les entiers m et /î, n étant positif, de façon que x -h noL soit aussi 
voisin qu'on le veut Aq y -\- ma\ d'où résulterait (puisque u{x) est une 
fonction continue) que, quels que soient x et j^, on aurait 

ce qui est absurde. L'équation u(^x -f- a) — u(^x) = o a donc des racines 
quel que soit a. 

Ceci posé, remarquons que, la fonction F étant continue, elle satisfait aux 
conditions de la page iG; par conséquent les fonctions irréductibles que l'on 
en déduit par substitution linéaire n'ont pas de périodes infiniment petites. 
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Je dis d'autre part qu'il est impossible de la supposer réductible. S'il en 
était ainsi, en effet, il existerait q formes linéaires indépendantes 

yi = Xj J?i 4- AJ J-j -+- . . . -4- Xi ^„ i 

I 7</^» 

/ç=X?^,-f- -^-'kloCn \ 

qui la transformeraient en une fonction irréductible $(jKn JKa? • • m yq)* 

Il existe un déterminant d'ordre q formé avec les >. qui est différent de o. 
Supposons que ce soit le déterminant 



Xî \\ 



A? X? ... XJ 



^o. 



Déplus, la condition que F n'est constante par rapport à aucune variable 
se traduit par ce fait que les coefficients d'une même colonne \\ , X?, . . ., \] 
ne sont pas nuls à la fois (i = i, 2, ..., /i). Or, considérons les deux systèmes 
de valeurs suivantes attribuées aux variables x 

^1» "^ît • • •> ^q^ ^q^\y • • •> ^ ny 

OÙ a;^, iCaj •••? ^q sont arbitraires, les autres valeurs des variables satisfaisant 
aux équations 

«7(^7+1 ) — "7(^7+1) = ^» • • • ♦ ''«(^/i) — ^^n{^n) = O, 

et les différences 

^q+l *"• «^74-1 ^^^ S7+1 ' ' '9 ^n *^n ^^ Çn 

étant, pour l'instant, arbitrairement données. D'après la remarque concer- 
nant l'existence des racines de «(ic-ha) — w(:r) = o, on peut toujours 
choisir x^^^^ ^'y+n ^7+2? ^7+29 • • • ? ^/i> ^« ^^ façon qu'il en soit bien ainsi. 
Désignons par (y ^ , j^, • • • , J^), • • • ? (/, ? /a ? • -m /y) ^^s systèmes de valeurs 
des y correspondant aux deux systèmes de valeurs choisies pour les x. 
Coriime l'on a 



44 K- ESCLANGON. 

on a aussi 
Posons 

Les nombres p,, ^o, . . ., P^ sont respectivement égaux à 



r^ — ^7+lS7+1 "^ + ^«S»' 



Les nombres 5^^.,, . . ., Ç« sont arbitraires, on pourra toujours les choisir 
de façon que p,, Pa, . . ., P^ ne soient pas tous nuls. On pourra prendre, par 
exemple, Ç^^, = o, Ç^^a = o, .. ., H^_, = o, Çn=^ o, auquel cas on aurait sim- 
plement 

^11 s» ^^ K5> 



^^«=(3^. 



et nous savons que \*,, \% . . ., XJ^ ne sont pas tous nuls. On voit même que 
Ton peut choisir Ç^ de façon que Pn ^2? • • •> P^? sans être tous nuls, soient 
aussi petits que Ton veut. 

Les nombres ^ et P étant ainsi déterminés, on a 

*(/i H- (3i, rt-H Pi, . ' . , 77+ M = *(/!> /î» • ■ • > yç)> 

relation qui a lieu quels que soient x^, Xj, ..., x^j les autres variables 
•^ç+n • • •) ^nj ^'q+ij • • -î -^'/z ayant des valeurs déterminées qui ne dépendent 
pas de :r,, Xa, . . ., Xç, Puisque le déterminant 

A 1 ... A,, 

>î ... X? 

est différent de o, les formules de substitution montrent que y,, y^j • • •> y^ 
sont également arbitraires, puisqu'on peut les résoudre par rapport à a;,, 
x^j ..,j Xç qui sont eux-mêmes quelconques. 
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On voit, en définitive, que la relation 

a lieu quels que soient j>^o JK2) • • m^'^? c'est-à-dire que p,, Pa» • «v ^q défi- 
nissent une période de cette fonction. Comme, d'autre part, p^, Pa, ..., P^ 
peuvent être pris aussi petits que l'on veut, la fonction $ admettrait des 
périodes infiniment petites; c'est impossible puisque $ est irréductible. On 
ne peut donc pas supposer que la fonction F soit réductible. 

La démonstration suppose simplement : 1** que les fonctions irréductibles 
déduites de la fonction F[tt, (^4)» • • m "/i(^»)J n'admettent pas de périodes 
infiniment petites; 2^ que parmi les fonctions iiç^i(Xg^i)^ ..., u„(xn) il y 
en a au moins une pour laquelle les équations u(x -h ol) — u(x) = o ont des 
racines, et cela pour des valeurs de a aussi petites que l'on veut, sans même 
que cela doive avoir lieu pour toutes les valeurs de a. Toutes ces conditions 
sont réalisées lorsque les fonctions F et w sont continues. 

Fonctions entièrement périodiques à périodes indépendantes. — Soit 
F(ar,, 572, . . ., ^/i) ui^G fonction, réductible ou non, périodique séparément 
par rapport à chaque variable, et soient a,, aj, . . ., a„ les périodes corres- 
pondantes. Je dirai que les périodes a, , a^j . . . , a^ sont indépendantes s^il 
n'existe entre ces nombres aucune relation de la forme 

dans laquelle (jL|, . . ., \knSont des nombres rationnels positif s ou négatifs 
mais non nuls à la fois. Les fonctions périodiques pour lesquelles les 
périodes sont indépendantes joueront dans la suite de ce travail un rôle 
capital. 

Supposons la fonction F réductible linéairement à q variables. 

Nous avons vu page 39 que, étant donné un système de q périodes propres 
distinctes mais quelconques, on peut transformer F en une fonction irré- 
ductible $(^1,^2, •••jJKy) périodique séparément par rapport à chaque 
variable, les périodes correspondantes 6,, b^^ •••? b^ étant arbitraires et 
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cela au moyen de q formes linéaires 



(S) 



y^ -. 



j?i 



^1 I ^1 



K 



\ **■ n 



Z? - M? ^ 



, ^1 



= f^Î7r-^-H:r-^ 






dans lesquelles les coefficients |x sont des nombres rationnels, des entiers si 
le système des q périodes choisies est un système minimum. 

Puisque les nombres 6^, 63, • • -j ^^ sont arbitraires, on peut les choisir de 
façon à vérifier les relations 



(<^) 



cela est toujours possible, car les périodes a^ , . . ., a;, étant indépendantes, 
les seconds membres sont différents de zéro. 
Si dans les formules (S) on fait alors 



6, a, 


-4- 








-f- 




«1. 



on aura aussi 



j:, = j:, = . . .~ar„ = a^, 



et, comme l'on a identiquement 
on aura, en particulier. 

De plus, les formes (S) étant indépendantes, il existe dans le Tableau 



(T) 



f^î f^î 



\^l 
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au moins un déterminant d'ordre q différent de zéro. Par conséquent les 
périodes b^^ b^^ ...^bg sont aussi indépendantes. S'il existait, en effet, une 
relation à coefficients rationnels de la forme 






on en déduirait, au moyen des formules (œ) et en tenant compte de l'hypo- 
thèse que at^ a^j ...j Un sont indépendantes, 

f^i V, + fxj V, H- . . . -h fx? v^ = o, 



f^ivi -t- ft« V, -h . . . -+- K^7~ o; 



relations qui, considérées comme des équations en v^ , v.^, . . . , v^, n'ont d'autre 
solution que la solution nulle, puisque dans le Tableau (T) il y a un déter- 
minant d'ordre g différent de zéro. 

Il est clair que si, inversement, l'on assujettit les fonctions irréductibles 
^(ynXiy "'yyq)y périodiques eny,,y27 •••j J^y ^^ déduites linéairement 
de F, à satisfaire à l'identité 

les périodes correspondantes ^,, b^y ..., b^ sont nécessairement de la 
forme (a), de plus elles sont indépendantes, et nous avons un moyen 
d'obtenir toutes les fonctions de la forme <&. A chaque système P de g pé- 
riodes propres distinctes, choisies arbitrairement, dans F correspondent une 
substitution (S) et une fonction $. Les coefficients (jl sont entiers si les 
g périodes choisies forment un système minimum. 

Si W(Zi , Zj, . . . , Zg) est une fonction analogue à $, et correspoadant à un 
autre système P' de g périodes propres distinctes, il est évident que W se 
déduit de $ par une substitution, à module différent de zéro, de la forme 

— — » « » ^r^ • • • I l^ff m 7 

Cl ^1 ' b^ 



Cg * b^ '' bg 
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et Ton a encore 

les périodes c,, c^, . . ., c^, qui sont indépendantes, vérifient les relations 

— — T h . . . -t- 7— > 

Cl bx Oç 
• • 9 

En particulier, si P, P' sont des systèmes minimum de périodes, on a né- 
cessairement 

I • • • ^/J 



Vj ... v^j 






Faisons enfin une dernière remarque, qui n'est pas sans importance. 
Considérons la substitution (S) qui ramène F à<^, le système P des périodes 
correspondantes étant minimum de sorte que les coefficients [jl/ sont entiers. 
Comme nous l'avons vu page 4i ? les éléments a,, a^, . . ., a,, d'une période 
quelconque (*) de la fonction F(^,, ..., x^) sont donnés par les formules 

Wj ttfi 

y 

ri ^1 n ^a 

OÙ m,, m^, . . ., m^ sont des entiers positifs ou négatifs quelconques pouvant 
être nuls. 

En particulier, s'il existe une période de la fonction F dont les éléments 
soient tous commensurables avec l'un des nombres a<, a^, ..., a^,, le 
nombre a,- par exemple, on peut affirmer : ou bien que tous ces éléments 
sont nuls à l'exception peut-être de celui de rang f , ou bien que la fonction F 
est constante par rapport à certaines des variables x,, oCj,, . . ., x„. 

(*) Propre ou impropre. 
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Posons, en effet, 
les X étant rationnels; les formules précédentes donnent 

d'où, avec Thypothèse faite sur les a, 

mj-''kiix{ = o, ^jfx^zno, X,|jL^ = o, ..., X„|:x^=:o (y == i, 2, . . ., ^); 
on en conclut, par exemple. 

Si F n'est pas constante par rapport à a:, les nombres (xj, . . ., [x, ne sont 
pas tous nuls et alors X^ = o; on aurait de même Xa=o, ..., X,_< = o, 
X|-H4 = 0, . . . , A„ = G, 

On verrait de la même façon que si a est un nombre quelconque ne 
satisfaisant à aucune relation à coefficients rationnels de la forme 

(i A] a^ a^ 

la fonction F ne peut admettre aucune période dont les éléments soient 
tous commensurables avec a. 

QUELQUES PROBLÈMES SUR LES FONCTIONS ENTIÈREMENT PÉRIODIQUES 
A PÉRIODES INDÉPENDANTES. 

Je traiterai encore quelques problèmes qui nous seront utiles pour 
établir certaines propriétés des fonctions quasi-périodiques. 

Soient F(a;<, x^^ ..., x„) une fonction définie dans un certain domaine 
et /c,, ^2, . . ., kn des nombres donnés. Supposons que l'expression 

F( J?t H- k^h, Xj H- kjh, . . . , jr„ -h A-^ A) — F (3?t, ^j, . . . , .^n) 

h 

ait une limite pour A = o, et cela quels que soient x^, or.,, . . . , Xn- 
E. " 7 
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Appelons 

(^1> ^if • • •» ^n) 

cette limite. Si la fonction F admettait des dérivées partielles continues, on 
aurait évidemment 

mais F' peut parfaitement exister sans que F admette des dérivées par- 
tielles continues. Si même, la fonction F, tout en admettant des dérivées 

partielles, celles-ci n'étaient pas continues, la quantité /r, ^ h. . .-+- Ar„-T — 

pourrait ne pas être égale à F'. 

Il est clair que si tous les nombres k sont nuls à l'exception de /f/, on a 



(o, . . .,o, A-/, o, .. .,o) dxi 



La façon même dont le symbole F' est défini montre qu'il se transforme 
par substitution linéaire. En d'autres termes, si l'on effectue la substitution 

sur les variables x\y . . ., a:„, on a 

( A*! , A'j, . . . , A*;, ) ( M > ^2> • • • » ^/l ) 

/«, /j, ..., In se déduisant de /r,, h.^, ..., /r» par la même substitution 
linéaire. 

Si l'on fait en particulier une substitution de la forme 

•^/=M7l■^-•••^->'Ll7«-l-^-^|^y/» (/= 1,2, . .., /i), 

où les coefficients X sont quelconques, à la seule condition que le déter- 
minant de la substitution soit différent de o, on a 

(A'i,Ar„ .../A-,») âfn' 
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II suit de là que, si F(a7<, ..., x^) est une fonction pour laquelle on a 
identiquement 

et si l'on suppose par exemple A:»^o, la fonction F dépend des seules 
différences 

comme on le voit en effectuant la substitution 

^1 =7i ■+- f^xyny 






Si la fonction F admet des périodes, toutes les périodes de F appar- 

tiennent évidemment à la fonction , ^' '"'. T • 

( /Cl , . . . , Ar^ ) 

Considérons maintenant des fonctions F(x\ , . . . , a;„) périodiques séparé- 
ment enx^j x^y * >.<, Xny les périodes correspondantes a^^ a^^ ...^ a^ étant 
indépendantes. 

1 ** Si la fonction 

r \x^y a:j, ..., x„; __ iim 7 

est identiquement nulle ^ la fonction F est constante. 
On a, en effet, 

Posons 

la fonction 6 pourrait ne pas contenir toutes les variables u ; supposons qu'elle 
en contienne p exactement, l^^, u^^, ..., Up par exemple. La fonction 
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^(u^j U.2J . . ., Uj,) admet, relativement aux variables Uy les périodes qui ont 
respectivement pour éléments 

(«1,0, ...,o), (o, a,o, ...,o), ..., (o, ...,oa^), ( — a„, — a„, . . ., — a„); 

or a^ ne vérifie par hypothèse aucune relation à coefficients rationnels de 
la forme 

an «1 «1 ap 

ce qui, d'après la remarque de la page 49? exige que 6 ne contienne pas 
toutes les variables m,, Mj, . . ., Up. 

La fonction 6 est donc constante, ce qui établit la proposition. 

2° Soit F(a74, Xj, ..., Xn) une fonction périodique en a?^, x^^ ..., a;„ à 
périodes indépendantes; toutes les périodes de la fonction F'(a;,, . . ., a?^) 
appartiennent à F. 

Soient en effet a, , a^, . . ., a;» les éléments d'une période de la fonction F', 
et considérons la fonction 

^(^1,^1, ...,J:«) = F(j7,4-a„ ...,a?n-+-a») — F(xi,.r„ ...,a:„); 

elle est périodique en x^^ x^^ . . ., X;,; on a de plus 

W (xi^ Xi, . . ., Xn) = o; 

par conséquent, d'après la proposition précédente, W est constant, c'est- 
à-dire 

F(j?i-+-ai,ar,-+-a„ ...,a^ii-ha«) — F(j7,,a7„ ,..yXn) = A. 

Ceci posé, supposons que la fonction F soit continue au moins en un 
point, le point x^, .r^, ..., x,^. On aura, quels que soient les entiers m, m,, 

F(a?i-hmai-hm,a,, j:',-^wa,4-/?iîrtf,, ..., x^-h moLn-^ f^na^) ^ F {xi, x^, ..., Xn) = mA. 

Or, d'après un théorème déjà cité (p. 28), on peut déterminer les entiers 
m, m^, . . ., /?i„, avec m :^ o, de façon que les quantités 

ma, -f- m, ai, ma, -h m, a,, ..., //ia^-f-m^a,, 
soient en valeur absolue plus petites que toute quantité donnée. La fonc- 
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tien F étant continue au point a?,, arj, ..., ^», et l'entier m différent de o, on 

en conclut que A, qui est un nombre fixe, est inférieur à tout nombre 

donné, c'est-à-dire 

A=: o; 

par suite, 

F(»ri -h «„ :r,-h a„ . . . , J:^n-f- «n) — F(a:i, a:,, . . ., ;r„) = o. 

La proposition est donc établie; les fonctions F(a7|, . . ., a;») et 
¥\x^ , a?2, . . ., Xn) admettent les mêmes périodes; toute période de Vune 
appartient à Vautre; toute période propre de l'une est période propre de 
l'autre ; les ensembles des périodes impropres, les systèmes minimum sont 
identiques. 

En particulier, si Vune de ces fonctions est irréductible, l'autre est 
également irréductible, car, la première n'admettant pas de périodes infi- 
niment petites, il en est de même de la seconde, et c'est là un caractère 
certain d'irréductibilité (*). D'une façon générale, les fonctions F, F' ont 
le même ordre de réductibilité, c'est-à-dire qu'elles se ramènent par substi- 
tution linéaire à des fonctions irréductibles du même nombre de variables; 
toute substitution linéaire qui réduit le nombre des variables dans l'une, 
réduit de la même façon le nombre des variables dans l'autre. Enfin, s'il 
existe des dérivées d'ordre plus élevé F", F*, . . . , toutes ces fonctions ont le 
même ordre de réductibilité. 

Envisageons les formes linéaires (S) 



(S) 









que nous avons étudiées pages 46-48 et qui ramènent la fonction F à une 
fonction ^{y^ , ya> • • • ? Xq) périodique cm y^^y^^i •^^'^yq dont les périodes 

(*) Page 24 en note. 



bi ai a. 


-h. 


-^' 

«n 


i.^^4-... 




H-K. 


àq ai 




a» 
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indépendantes h^^b^^ .,.^b^ sont déterminées par les formules 



(<^) 



Par la substitution (S) la fonction F'(a7,, . . ., 0?^) devient une certaine 
fonction irréductible $4(^1, JKa? • • m y^)- Or, il est bien facile de voir que 
l'on a 

En effet, lorsqu'on donne à a;,, ar^, ..., a?;, le même accroissement A, 
JKn ^25 • • -î JKç prennent, en vertu des relations (S) et (a), le même accrois- 
sement A, ce qui établit la proposition. 

Ainsi les substitutions (S) transforment F(a;<, . . ., x^) et F' (a?,, . . ., a;„) 
respectivement en ^(jn Ja, • • -i 7^) et $'(^^1,72, . . ., 7^). 

Remarquons que si l'on pose 

/(a:) = F(:r,^, . . ,, x)=^{x,x, ...,ar), 

on a aussi 

f'(x)=iY'{XyX^ ...,x) = (b*{x^x, . ..,ar). 

Enfin si la fonction F admet des dérivées partielles continues, on a évi- 
demment 

âxi dxf dxn 



Intégrales d^une fonction périodique à périodes indépendantes. — 
Soit F(a;<, ..., Xn) une fonction périodique en x^^ x^^ ..., a:„ dont les 
périodes a^, a^, ..., a„ sont indépendantes. Nous allons étudier les fonc- 
tions R(a7^, a^a, . . . , Xn) qui vérifient l'équation 
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OU, si Ton suppose que R admette des dérivées partielles continues, 

nous appellerons ces fonctions des intégrales de l'équation (i) ou encore 
des intégrales de la fonction F. Nous porterons principalement notre atten- 
tion sur le point de savoir s'il existe des intégrales périodiques. 

Ce problème a été rencontré incidemment par M. Poincaré dans une 
étude (^) sur l'intégration des équations du problème des trois corps. 
M. Poincaré se l'est posé de la façon suivante (^) : 

Étant donnée une fonction F(a;|, x^^ ..., a;^) périodique en a^^, 
iCa, ..., 37;,, déterminer une constante inconnue et une fonction inconnue 
R(a;|, . . ., Xn) périodique en a:,, X;,, . . ., x^ vérifiant V équation 

^R dR <^R r., X /. 

Supposant pour cela F et R développées en séries de Fourier 

^d \ a, a, On r 

R = K.-.2Bsin..(^'+ -^^"-4 

dans lesquelles les entiers /n<, /Wj, . . ., m^ prennent toutes les valeurs posi- 
tives ou nulles à l'exception de la combinaison /w, = /Wa = . . .= m;,= o, il 
suffira de prendre 

(3) C=:K, E=::D, R= ^ 



t7r( — * H = H-...H -] 

\ 0\ «î «» / 



et ces valeurs sont bien déterminées si les périodes a<, a^, . . ., a^» sont indé- 
pendantes, la constante K^ reste arbitraire. 

(*) Poincaré, Sur ^intégration des équations du problème des trois corps {Bulletin 
astronomique y t. XiV, année 1897, p. -241. Problème A). 
(*) Je change les notations de IVf. Poincaré 
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Cette méthode indiquée par M. Poincaré suppose la fonction F déve- 
loppable en série de Fourier, et ensuite que la série R dont les termes sont 
donnés par les formules (3) est convergente. Or la convergence de cette 
série n'est pas assurée; il y a, en effet, des cas pour lesquels, bien que la 
fonction F soit développable en série de Fourier, et même qu'elle admette 
des dérivées partielles jusqu'à un certain ordre q développables en série de 
Fourier, il n^ existe pas de fonction R périodique en x^^ x^^ ...^ x^j satis- 
faisant aux conditions (2); la série déterminée par les formules (3) est 
alors divergente. 

Considérons donc l'équation (i) et, pour plus de simplicité, supposons la 
fonction F(a;,, . . ., x^) continue. Il existe des intégrales de l'équation (1); 
telle est par exemple la fonction donnée par l'intégrale définie 



(4) J F(j?,-hX,a:,-+->, ...,a?„-hl) 



dl. 



Si R et R, sont deux intégrales quelconques de l'équation (i), leur diffé- 
rence R, — R dépend des seules variables 

On obtient donc toutes les intégrales en ajoutant à l'une d'elles une fonc- 
tion quelconque de m^, «,, . . . , w^. 

Enfin, la fonction F étant périodique, si R(a;,, ^2, . . . , x^) est une inté- 
grale, la fonction B,(x^ -h m, a,, 0:2 -h m^a^j . . . , ar^-f- ^tn^n) est aussi une 
intégrale quels que soient les entiers m^y m^^ . . . , m„. 

L'intégrale (4) nous montre qu'il existe des intégrales périodiques par 
rapport à (n — i) quelconques des variables ar^, ..., x^^ puisqu'elle est 
elle-même périodique par rapport à rra, a;,, . . . , iC;,. 

Envisageons l'ensemble des intégrales continues périodiques en x^, 
a?,, . . . , a;„. Soit R l'une d'elles et considérons la différence 

(5) R(:r,-hai,J7j, . . .,a7„) — R(a?„^„ . . ., a7„) =: H(a„ i/„ ...,««); 

le premier membre étant périodique en o^j, a;,, . . . , ar^, il en résulte que 
la fonction H est périodique en «a, w,, . . . , tt„, les périodes étant a,, 
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«85 ..., a^. Posons 

K = / / . . . / H ( «„ «8, . . . , Mrt) e/Mj du^ . . . £/w„. 

Je dis d'abord que la constante K est la même pour toutes les intégrales 
de l'espèce considérée; en effet, R< désignant une autre de ces intégrales, 
on aura 

Si Ton pose 
la fonction G est pério'dique en i/j, m,, . . . , W;,, et l'on a de plus 
Or comme 

f ... / G(a,H-a„ ...,«„H-a,)<ftf, . . . ûfi/„ 
•A) 

f .../ G( «„...,!/„) rftt, ... </£/„, 

on en conclut 

. . . / Hi t/£/, . . . dun=: f . . . / H du^ . . . dUnt 

ce qui démontre la proposition. Il est bien aisé d'établir que la constante K 
est aussi indépendante des (n — i) variables vis-à-vis desquelles on consi- 
dère les intégrales périodiques; c'est une constante attachée à la fonction F, 
donnée par la formule 

K ~ -— / / . . . / F(^,, ^„ . . . , J^n) dXi dx^ . . . dxny 

c'est en quelque sorte la moyenne de la fonction F. 

E. 8 
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Il résulte de là que, s'il existe des intégrales de Véquation (i), pério- 
diques par rapport à toutes les variables, on a nécessairement K = o. 

Cette condition est-elle suffisante? Nous allons montrer qu'il n'en est 
pas ainsi. 

Supposons K = o. A toute intégrale R, périodique en x^^ a;,, . . . , x^j 
correspond une fonction continue H(m2, . . . , w^), périodique en tt^, . . . , a„, 
définie par la relation (5); sa valeur absolue possède un maximum pi. Je 
dis que Tensemble des nombres positifs |x a zéro comme limite inférieure. 

Si R(x,, . . . , x^) est une intégrale de l'espèce considérée, la fonction 

Ri — R — G(w„a„ ...,«„), 

où G est une fonction quelconque périodique en i/^, u,, . . . , tt„, est aussi de 
cette espèce, et l'on a 

H, = H — [G(«j-h a„ «,+ ^1, . . ., w„-h a,) — G(a„ «„ . ..,"«)]• 

Or il est facile de voir que l'on pourra déterminer une fonction G de 

façon que 

|HJ<e, 

6 étant un nombre positif donné quelconque. 

En effet la fonction H étant continue, on pourra la représenter avec 
l'approximation (*) donnée £ par une suite finie de Fourier de la forme 

A(«......«„)=yAcos.7rf^^+...+ ^^+By 

dans laquelle, puisque K = o, la combinaison m^ = m, =. . . = m„ = o est 
exclue. 

Choisissant alors pour G(w2î • • • 5 '^a) la fonction 

on aura 
(1) Approj^imation qui a lieu quelles que soient les valeurs attribuées aux variables. 
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c'est-à-dire, pour toutes les valeurs des variables, 

|Hi|<6. 

La fonction*. G est bien déterminée (*) puisque les périodes Ut^a^^ ..-<, a^ 
sont indépendantes ; mais le procédé ne s'applique qu'à une suite finie ; en 
d'autres termes, si l'on considère une suite de suites finies de Fourier A,, 
^2, . . ., hj,j ... ayant pour limite la fonction H, les fonctions correspon- 
dantes G4, Gj, . . . , G^, . . ., déterminées de la façon précédente, n'ont pas 
nécessairement une fonction limite (^), de sorte qu'il peut parfaitement 
n'exister aucune fonction G vérifiant Téquation 

(6) G(M,-ha„W3 4-a„ ...,«»+ «i) — G(«j, ..., w„)=H, 

bien qu'on en puisse former qui la vérifient avec toute approximation 
donnée. 

En définitive, si K = o, il existe des intégrales R(x^,x.jy ...,a7„) 
périodiques enx^j Xj^j .. .^ Xny et telles que la différence 

soit, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables x^^ x^^ . . . , 
a?„, inférieure, en module, à tout nombre donné e; en un mot il y a des 
intégrales qui sont presque périodiques, s'approcliant, pour ainsi dire, autant 
que l'on veut de fonctions périodiques, mais il ne s'ensuit pas qu'il existe 
des intégrales exactement périodiques ('); d'ailleurs le fait peut être 

(1) La fonction G satisfaisant ici à la condition 

G(M,4-ai, M3-+-ai, ..., a„-hai) — G(at, Wj, ..., Un) — h 

n*est, en réalité, déterminée qu'à une constante près. En effet, si G' est une autre fonction 
vérifiant la même relation, on voit que la différence G' — G admet alors, en plus des 
périodes («2,0, . .., o), (o, a», .. ., o), . . ., (o, o, . . ., «„), la période («i, ai, . . ., ai), ce qui, 
d*après la remarque de la page 49, exige que G' — G soit une constante. 

(•) Les constantes que l'on pourrait ajouter à Gj, Gj, . . ., G^, ... ne peuvent, comme on 
le verrait aisément, modifier le caractère de cette suite dans le sens de la convergence. 

(•) On verraplus loin (III* Partie) que, s'il n'existe pas d'intégrale périodique, aucune des 
intégrales n'est bornée, c'est-à-dire qu'en module toute intégrale dépasse tout nombre 
donné, et que, s'il y a une intégrale bornée, il existe une intégrale périodique. 
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inexact. On pourrait objecter que la fonction H figurant dans l'équation (6) 
n'est pas quelconque, puisqu'elle est de la forme indiquée par la for- 
mule (5) et que la nature de cette dernière pourrait peut-être assurer l'exis- 
tence d'une fonction G vérifiant la relation (6). Il n'en est rien et l'on peut 
établir directement qu'il est des cas où l'équation (i), malgré l'hypo- 
thèse K = o, n'a pas d'intégrales périodiques. 

Supposons, en effet, qu'il existe une intégrale finie, périodique, 
R(a;|, oTs, . . . , x^)'^ on établit sans peine les relations suivantes : 

a, a,. ..artAwi.m, «, 

Or désignons par | a, a, . . . a„ | x M le maximum de la valeur absolue 
de R; on en conclut, quels que soient les entiers m,, . . . , m,, 



I Am, m. |< at 

|B». m.KaTt 



trié ntm ^, 



—^ 4- ... H ^ M; 

a* On 



ce sont là de nouvelles conditions nécessaires, qui peuvent parfaitement ne 
pas être satisfaites. En effet, bien que les périodes a,, ..., a^ soient 

indépendantes, les quantités — -h. . .H peuvent devenir infiniment pe- 
tites, et cela de bien des façons. On peut même dire qu'il existe des systèmes 
de périodes indépendantes telles que, pour une infinité d'entiers m,, ..., 

m„, la quantité — ^ -f-...H devient plus petite que toute fonction de 
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la forme q} r> ^ étant une fonction positive quelconque grandis- 
sant indéfiniment avec /n,, m^, . . . , m„. 

Pour traiter un exemple précis, considérons le cas de deux variables, et 

soit a = ^ un nombre incommensurable positif plus petit que l'unité 

(b>a>o). 

Étant donné l'entier positif r quelconque, il existe des nombres incom- 
mensurables a <; I tels que, pour une infinité d'entiers positifs /w , n, on ait ( * ) 

m I I 

a < 



n /i* 



Comme a<iona/w</i; cette inégalité entraîne les suivantes 



(7) 



m n 



<7;:;rr< 



an*'' «(m'-h/i*)'" 



Considérons maintenant la série 

17/ V V I /ma? ny\ 

\ fj/ ^ (/n*-+-/i»)P \ a b J 

dans laquelle m et n prennent toutes les valeurs entières positives, néga- 
tives ou nulles. Cette série est absolument et uniformément convergente si 
p^i; elle admet même des dérivées partielles développables jusqu'à 
Tordre 2(p — i). On a ici 

K=:0 

et 

B,„-=:-^/ / FsinaTrf — ^-'^]dœdy=- — r -r 



/Q •/© 



t)P 

S'il existait une intégrale finie périodiqiie de l'équation 
on pourrait trouver un nombre fixe et positif M tel que l'on eût, quels que 

(*) BoREL, Leçons sur la théorie des fonctions, p. 28. Paris, Gauthier-Viliars, 1898. 
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soient les entiers m^ n^ 



(/n*-f./i*)P^ |a b 
Mais pour les entiers qui satisfont aux inégalités (7) cela entraînerait 

(7n»-h/i«)P ^ a(m}-v-n^Y' 

inégalité impossible pour tous ces mêmes entiers si r > p ; or, à part la con- 
dition p > I , les nombres positifs r et p sont arbitraires. 

Il se présente donc, dans le cas des intégrales de fonctions périodiques de 
plusieurs variables, des difficultés particulières tenant à la nature arithmé- 
tique des périodes. Ces difficultés ne se rencontrent pas dans les intégrales 
de fonctions périodiques d'une variable, pour lesquelles la condition K = o 
est nécessaire et suffisante pour assurer l'existence d'intégrales périodiques. 

Remarquons enfin que, dans le cas le plus général, si la fonction pério- 
dique ¥{x^^x^^ ...^x^) est continue, on pourra trouver des fonctions 
Fi(^i>^2) ...,a7„) différant de F de moins de e, et admettant des inté- 
grales périodiques, à condition, bien entendu, comme toujours, que les 
périodes soient indépendantes et que K = o. Cela résulte du fait qu'on 
peut trouver une suite finie de la forme 

F,=2Ae«..-.(!^+...^î^+D) 

représentant F avec l'approximation e, et qu'alors la fonction R définie par 
les formules (3) de la page 55 représente une intégrale périodique de F^. 

Il résulte de ce que nous avons dit sur les dérivées des fonctions pério- 
diques que, si la fonction F admet une intégrale périodique R, les fonctions 
R et F ont toutes leurs périodes communes et ont le même ordre de réduc- 
tibilité. Si F est irréductible, R est également irréductible. Deux intégrales 
périodiques ne diffèrent que par une constante. 

Si F — K, K étant une constante, admet une intégrale périodique R, 
rintégrale générale de la fonction F pourra se mettre sous la forme 



— ^ 
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la fonction périodique R, définie à une constante près, sera dite la partie 
périodique de l'intégrale. Il est manifeste que la fonction R et la fonc- 
tion F ont le même ordre de réductibilité, et cela tient à cette propriété 
évidente, que les deux fonctions F et F — K ont les mêmes périodes. 

Dans tous les cas, si R(a?< , a;^, . . . , x^) est une intégrale quelconque, on a 
évidemment 

R(j:, a?, . . ., j?)i= I F(^, ^, . . ., J?)d!a? -hC. 

Tout ce que nous avons dit sur les propriétés communes à une fonction 
périodique et à ses dérivées, nous pouvons le répéter sur les fonctions 

Findépendance des périodes est alors remplacée par cette condition qu'il 
n'existe aucune relation linéaire à coefficients entiers de la forme 

nix h /»! H ... -h THn — = O, 

a, a. Un 

en supposant toutefois que les nombres Ar<, . . . , /r,, sont tous différents de o. 

Périodes des fonctions de variables imaginaires. — Les résultats que 
nous avons obtenus permettent d'établir facilement les théorèmes connus 
sur le nombre maximum des périodes que peuvent posséder les fonctions de 
variables imaginaires. Soit 

une fonction de la variable imaginaire z = x + iy. (ù = a-\r ib étant une 
période de/(z), on a simultanément : 

P(a? -f. a, j. 4- 6) = P(a7, y), Q{x -h a, y -^ b) = Q{a;, y). 

Il résulte clairement de là que si l'une des fonctions P ou Q est irréduc- 
tible, /{z) ne peut admettre plus de deux périodes distinctes. 
Supposons /(z) analytique : on a alors 

^ ^ dx dy^ dy dx 
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et 

Or une fonction harmonique ne peut être réductible que si elle est fonc- 
tion linéaire de X et y. Si l'on avait, en effet, 



on en déduirait 



ou 



P = (p(«a7H-(3>'), 



et, par suite 



P = X^-4-|jLy -h V, Q = — ^a?-+-Xy H-yî; 
d'où enfin 

/(5) = A54-B, 

qui ne peut admettre de période que si A = o. 

Par conséquent si une fonction analytique n'est pas une constante elle ne 
peut admettre plus de deux périodes distinctes. Enfin les relations (i) 
montrent que toute période de l'une des fonctions P ou Q appartient néces- 
sairement à l'autre. Toutes les propositions bien connues sur les périodes 
et les parallélogrammes fondamentaux s'en déduisent sans difficulté. 

Dans le cas des fonctions analytiques de plusieurs variables imaginaires, 
les propositions générales sur les périodes s'obtiennent avec autant de faci- 
lité, et en particulier ce théorème, d'après lequel une fonction analytique 
de n variables ne peut admettre plus de 2/1 périodes distinctes. 



FONCTIONS PÉRIODIQUES DÉFINIES SUR UN CHAMP DENSE. 

Nous avons supposé jusqu'ici que les fonctions étudiées étaient définies 
pour toutes les valeurs réelles des variables. Or on peut étendre les résul- 
tats de notre théorie à des fonctions définies seulement en tous les points 
d'un ensemble donné. 

Nous dirons que a,, Bc^, . . ., a„ sont les éléments d'une période si l'on a 
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pour tous les points ($,,..., ^«) de l'ensemble 

Celle relation ne peut avoir un sens que si l'ensemble donné admet lui- 
même la période a,, a^, ...^ a„; en d'autres termes il faut que, ;,, ^2, ..., ^„ 
désignant les coordonnées d'un point quelconque de l'ensemble, le point 
de coordonnées $, -h a,, . . . , ^„-h a;,, lui appartienne également. 

Dans le cas le plus général, l'étude des périodes devient très compliquée, 
car, aux difficultés provenant de la nature des fonctions définies sur le champ 
donné, viennent s'ajouter celles qui tiennent à la nature même de l'ensemble 
sur lequel les fonctions sont définies. Aussi nous bornerons-nous au cas où 
les fonctions étudiées et le champ donné présentent simultanément les ca- 
ractères suivants : 

i^' L'ensemble des points ?,, ..., $^ est dense. 

2"" Les fonctions F(^,, »..,$„) sont continues (voir p. lo) sur cet en- 
semble. 

Voici maintenant comment on définira la réductibilité. 
Nous dirons que la fonction F ($,,..., H„) est réductible, et se ramène à 
la fonction ^( v],, yj^, . , . , y]^,) par les formes linéaires 

(0 P<n, 

( rî,,=: /./',:,-+-... + >,';c% ) 
si 

chaque fois que l'on a pour deux points quelconques du champ donné A 
(3) , 

( ^?(ç;-4.)+ ^iza'„-i„)=o. 

Dans ce cas les formules (i) font correspondre au champ donné A un 
champ B dans l'espace à p dimensions, et le champ B est également dense, 
K. 9 
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A un même point Q(tQi, .. ., ^/») du champ B, peuvent correspondre 
plusieurs et même une infinité de points P(5,, ...,$„) du champ A, mais 
en tous ces points, d'après les conditions (2) et (3), la fonction F a la même 
valeur qui définit ainsi sans ambiguïté la fonction *(yin TI2, .. -, ^/»)- Si 
nous n'imposions aucune autre condition à la fonction $, la réductihilité 
ainsi comprise serait d'une étude difficile, et sans grand profit; elle dépen- 
drait à la fois de la nature de la fonction F($,, ..., $„)ctde celle du champ A. 
Il pourrait arriver en particulier, que toute fonction définie sur le champ A 
fut réductible. C'est ce qui arriverait, dans le cas de trois variables, par 
exemple, si le champ A était formé d'un ensemble dense de points tel que, 
sur chaque parallèle à Ox, il n'y ait qu'un point de l'ensemble. Aussi nous ne 
regarderons la fonction F($,, ...,^„) comme véritablement rèductilde à 
la fonction $(r^i, ..., r^,,) que si cette dernière est continue sur le 
champ B. La définition de la réductihilité comprendra donc, outre les 
conditions {'.>.) et (3), la continuité de la fonction obtenue par la réduc- 
tion, sur le champ transformé du champ donné par les formules de sub- 
stitution. 

11 est à peine utile de remarquer que si les formes linéaires (i) étaient 
dépendantes, c'est-à-dire si dans le tableau des X, tous les déterminants 
d'ordre p étaient nuls, la fonction ^(y],, Yja, . . ., r^p) serait à son tour réduc- 
tible. 

La définition de la réductihilité bien comprise, les théorèmes fondamen- 
taux que nous avons établis restent applicables, et en premier lieu le sui- 
vant : 

Une fonction irréductible ne peut admettre de périodes infiniment 
petites. — On peut en effet reprendre point par point la démonstration de 
la page 19. S'il existe des périodes infiniment petites, on peut trouver une 
direction A qui possède les propriétés suivantes : soitP un point quelconque 
du champ donné A, si Ton prend sur la droite passant par V et parallèle à A 
un point quelconque P,, il existe des points P' du champ A aussi rappro- 
chés qu'on le veut de P, et tels que l'on ait constamment F(P') = F(P). 
Si en particulier le point P, appartient au champ, on a nécessairement 
F(P) = F(P,) puisque par hypothèse la fonction F est continue sur A. 

Faisons alors un changement d'axes de coordonnées, en prenant O^,, 
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parallèle à A. Soient 

\ » 



! -0^ r=X« ï,-^. .. + >.;; ?„, 

les formules de transformation. L'ensemble A se transforme en un en- 
semble A' et la fonction F(^,, . .., E„) en une fonction $(ir],, .. .,yi„ n y;«) 
continue sur l'ensemble A'. Or en tous les poinls de l'ensemble A' qui sont 
sur une même parallèle à Oyn la fonction $ a la même valeur; c'est ce que 
nous exprimons en disant qu'elle ne dépend pas d-e T^n. Considérons alors le 
champ B dans un espace h n — î dimensions dans lequel les coordonnées 
d'un point quelconque sont y),, . . . , v)»-.,. Il faut montrer que la fonction O 
est continue sur B. Soient en eflet y]^, ...,y]JÎ_, les coordonnées d'un point 
donné dans ce champ. Il existe au moins un point P du champ A', dont 
les 72 — I premières coordonnées sont y)", . . . , y]Î)_,; soit v])) la dernière. La 
fonction $ étant continue sur le champ A', on peut, étant donné £, trouver 
un domaine D à n dimensions entourant P de façon que pour tout point P' 
du champ, pris dans ce domaine, on ait 

\^(P')-^{r)\<s.. 

On pourra, par exemple, définir le domaine D par les inégidités 

Ceci posé, soit p, un nombre quelconque inférieur à p, par exemple 
p< = -> et considérons un point quelconque du champ B, dont les coor- 
données y]<, Yjo, . . ., Yi„- 1 satisfont aux conditions 

si P| désigne un point du champ A' dont les coordonnées sont égales 
à ^In ^i2j • • • ? ^/i-n ^«5 ^i/i seul pouvant être variable, il faut montrer que 

|cI>(P.)-^(P)|<s, 
quel que soit yj^j. 
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Considérons en effet le point P^ de coordonnées y],, y]^, ..., Y]rt-i,rj"(' ), il 
se trouve à l'intérieur du domaine D; d'autre part, on pourra trouver des 
points P' du champ A' aussi rapprochés qu'on le veut de P^, par conséquent 
situés eux-mêmes dans D, et tels que 



or comme Ton a 
on en conclut bien 



*(P')=:*(P,); 
|tIl(P,)-*(P)|<6. 



La fonction F($,, $2, . . . , s«) serait réductible, au sens que nous aions 
attaché à ce mot; si elle est irréductible, elle ne peut donc admettre des 
périodes infiniment petites. 

Cette proposition est fondamentale; elle permet d'étendre aux fonctions 
irréductibles toutes les propositions relatives aux fonctions irréductibles 
définies sur un champ continu. L'ensemble des périodes d'une fonction 
irréductible reste dénombrable; la définition des systèmes minima et toutes 
les propriétés qui s'y rattachent se conservent intégralement. Passant alors 
aux fonctions réductibles, on définira de la même façon les périodes propres, 
les périodes propres distinctes et les systèmes minima de périodes. Toute 
substitution linéaire transformera les périodes en périodes, mais ici une 
transformation linéaire jouira pour ainsi dire d'une double propriété : si w 
est une période, elle appartient à la fois à l'ensemble sur lequel la fonction 
périodique est définie, et à la fonction elle-même ; par la substitution linéaire, 
la période transformée appartiendra encore, d'une part à l'ensemble trans- 
formé de l'ensemble donné, d'autre part à la fonction transformée elle-même. 

iNotons toutefois une différence avec le cas des fonctions périodiques dé- 
finies sur un champ continu. Si, dans ce cas, une fonction réductible possède 
toujours des périodes infiniment petites, il n'en est plus nécessairement de 
même pour les fonctions réductibles continues et définies sur un champ 
dense. Cette différence n'introduit aucune difficulté dans notre théorie qui 

{^) Le point Pj n'appartient pas nécessairement au champ A'. 
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repose uniquement sur cette propriété fondamentale qu'une fonction irré- 
ductible n'admet jamais de périodes infiniment petites. 

Quant aux propriétés des fonctions entièrement périodiques à périodes 
indépendantes, étudiées pages /p et suivantes, elles subsistent entièrement, 
si Ton suppose que le champ dense sur lequel nos fonctions sont définies 
comprend, en particulier, les points dont les coordonnées sont égales 

Les champs denses que nous aurons à considérer dans la suite satisferont 
à la propriété suivante : 

Si Ç,, $2, . . ., $n sont les coordonnées d^un point quelconque du champ, 
le point de coordonnées $, -h /e, $a -h //,..., $rt"^- '* appartient au chanip^ 
quelque soit h. 

Les propriétés étudiées pages 5i-54 subsistent alors pour les fonctions 
périodiques à périodes indépendantes, définies et continues sur un tel 
champ, en particulier, la suivante : 

Si la quantité 

h 

a une limite pour h = o, et si cette limite, que nous désignerons par 
P($,, . .., S;,), est continue sur le champ des variables, les deux fonctions 
F($,, . . ., ^n) ^l F'(iiî • • -7 ^/ï) admettent les mêmes périodes. 



K. ESCI.ANGON. 



DEUXIEME PARTIE. 

CORPS ET CHAMPS DE PÉRIODES. 



COUPS DE PERIODES. 



Définitions. — Soient a,, «a, .. ., «„? ^ nombres réels non nuls que j'ap- 
pellerai des pc^riodes pour justifier les définitions dont ces nombres seronl 
l'objet. S'il n'existe entre ces nombres aucune relation linéaire à coefficients 
rationnels, de la forme 

les (X n'étant pas nuls à la fois, les périodes considérées seront dites ration- 
nellement indépendantes ou, plus brièvement, indépendantes. C'est là 
une propriété dont nous avons déjà reconnu rim[)orlance, et que nous 
allons retrouver dans un ordre d'idées différent. Il est clair que, dans la 
relation (i), on peut toujours supposer les coefficients (x entiers. 

S'il existe entre a,, a^^ --'^ cin une relation de la forme (i), ces périodes 
seront dites dépendantes. 

Il est évident que si a,, n^, ..., a„ sont dépendantes ou indépendantes, 
les périodes m^a^^ w^a^^ ..., m^a^^^ où m,, m^^ ..., m^ désijj^nent des 
nombres rationnels quelconques, mais non nuls, sont également dépen- 
dantes ou indépendantes. 

S'il n'y a que deux périodes, l'indépendance exprime simplement que le 
rapport de ces périodes est incommensurable. 

Si n périodes sont indépendantes, p quelconques d'entre elles sont tou- 
jours indépendantes; en particulier, le rapport de deux quelconques 
d'entre elles est nécessairement incommensurable. 

Soient «1, «2? ««M ^n des périodes indépendantes, nous dirons qu'une 
période a appartient au corps de ces périodes s'il existe entre le nombre a 
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et les périodes a,, a^, ...,«;, une relation de la forme 



— in — i H ? -h ... H - 

a a, a* a» 



/;?, m,, /;ï2j • • •? f^n étant des nombres rationnels et, si l'on veut, des entiers. 

L'ensemble des périodes a, ainsi définies, constituera ce que j'appellerai 
un corps de périodes. Il est formé, on le voit, de l'ensemble des périodes 
(jui ne sont pas indépendantes avec «,, a.^^ ..., a^. L'entier' positif n est 
ïo frire du corps ainsi défini. 

Si a est un élément du corps P, défini par les périodes a,, a^? • • •> ^/o îl 

est clair que — {p^q entiers) est aussi un élément de ce corps. 

Si ûr, a', a", . . . sont des éléments quelconques du corps P, tout élément b 
s'exprimant au moyen de a, a', a", ... par une formule à coefficients ration- 
nels de la forme 

I /• r' r" 

b a a a 

appartient aussi au corps P. 

Si a, a' sont deux périodes du corps P 



- := -^ 4- — -h.. 

a a, a* 



^1 






X, )/ ralionnels, 



le rapport — ne peut être commensurable que si l'on a 

à; x; *" x;, a' 

cela résulte immédiatement de l'indépendance des périodes a,, a^, . . ., a^. 
En particulier, tout élément du corps ne peut s'exprimer que d'une 

manière en fonction linéaire et rationnelle de — , 1-, ..., — et, plus jréné- 

ralement, en fonction de ^, ^, ..., ^; 6^, Z/^, . . ., 6„ étant Ai périodes 
indépendantes choisies arbitrairement dans le corps. 
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Ordre d'un corps de périodes défini par n périodes quelconques. — 
Soient maintenant a^^a.^^ .. ., a„ n périodes quelconques indépendantes ou 
non. Je dis qu'il existe un entier positif /;^w jouissant des propriétés sui- 
vantes : 1° Les nombres —>—>•••>— s'expriment linéairement et ralion- 

nellemcnt au moyen de /> nombres —, —, •••, —, a,, a.^, .. ., a^ étant des 

périodes indépendantes; 2** Il est impossible d'exprimer les périodes a au 
moyen d'un nombre de périodes inférieur à /?; 3° Cette opération peut 
s'effectuer d'une infinité de manières, mais si p,, p^, ..., jî^ forment un 
deuxième système de périodes analogue à a,, a^, ..., a^, les corps de 
périodes (a,, aj, . .., a^), ([3,, jî^, •-., P^) sont identiques. 

Supposons d'abord que a,, a^j • • •» «n soient des périodes indépendantes. 
Je dis qu'elles ne peuvent appartenir à un corps d'ordre inférieur à n. S'il 
en était autrement, en effet, il existerait des périodes a,, a,, . . ., ay,(/? < //) 
permettant d'exprimer a,, a^, . . ., «„ par les formules 



, 




m\ 




m\ 






'^; 


— 


— 




H- 


+ . 


.4- 


^1 




«i 




«1 






«/. 


1 




m'; 




< 






K, 




— 




-f- 


-h. 


. .4- 


fn 




«1 




«1 






«/» 



OÙ les coefficients m sont des nombres rationnels. Ces relations peuvent 
être considérées comme des équations par rapport aux inconnues 
_,__,...,_ et, si n est supérieur à p, il existe au moins une relation 

linéaire homocrène entre les nombres —, —, • • -, —, les coefficients n'étant 
» a, a, an 

pas nuls à la fois. D'autre part, ces coefficients sont proportionnels à cer- 
tains déterminants du Tableau 

m\ m\ ... m 

I; ni'[ m'I . . . m 

or ces déterminants sont rationnels. Les périodes a,, «2, . . ., a^ ne seraient 
pas indépendantes, p ne peut donc être inférieur à n. 

Supposons maintenant que a^, a^, ..., a,, soient des périodes dépendantes. 
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Cela veut dire qu'elles sont liées par une ou plusieurs relations de dépen- 
dance. Ecrivons ces relations 



m 
a. 



(0 



m] 






ml 



ml 



ml 



= 0, 



= 0, 



m\ 



m% 



m^ 

an 



= 0. 



Dans le Tableau des coefficients, cherchons le déterminant d'ordre le 
plus élevé qui soit différent de zéro, et soit g l'ordre de ce déterminant 
(q = n) que nous supposerons être le suivant : 



A = 



m\ ml 



m\ ml 



wj 



La nullité de tous les déterminants d'ordre q -h i exprime que, parmi les 
relations (i), il y en a au plus q de distinctes. Elles sont équivalentes à un 

système résolu par rapport à —?—>•• -j —, 



A^Ji 



>i 



> 1 



*q-^\ 



*q-^t 



(3) 



à _ l'{ 



n 



M-ç. 



'7-»-I 



*9-t-î 



quant aux périodes a^,, Oç+^i •••> ^m ^l^^s sont nécessairement indépen- 
dantes si l'on suppose que les relations (i) ou (2) représentent toutes les 

relations linéaires rationnelles et distinctes liant les nombres -,—,•••? — • 

S'il existait, en effet, une relation de la forme 



>i 



^q-hl 



K 



*q+i 



elle serait, par hypothèse, une conséquence de (2) et, en exprimant que les 



E. 



10 
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dcterminants d'ordre q 4- i sont nuls, on obtiendrait 

c'est-à-dire 

Les formules (2) montrent donc que, quels que soient les nombres 
rt"' â* '"' Â~' ^" P^"^ toujours les exprimer linéairement et rationnel- 
lement au moyen d'un certain nombre n — q d'entre eux. D'autre part, 
il est impossible de trouver des périodes a,, a^, . . ., a^ en nombre inférieur 
à n — y, et telles que a,, a^j, ..., a^, soient des éléments du corps a,,, a,, ..., 
%r- En effet les n -- q périodes 0^+.,, .., ^/i étant indépendantes, on ne peut, 

ainsi qu'on l'a vu plus haut, exprimer > ..., — linéairement et ration- 



*9-*-i 



ncllement en fonction de —j —>•■■,— si /•<'/* — 7. 

Posons^ z= n — q\ il est clair qu'on peut toujours exprimer — » — » • -, 

— en fonction linéaire et rationnelle de p nombres —, —, •••, — • Les pé- 

riodcs a,, a,, ..., a^ sont alors nécessairement indépendantes et appar- 
tiennent au corps défini par a^+,, a^^.^* •••? ^n? à part ces deux conditions 

elles sont d'ailleurs arbitraires. Si l'on a exprimé —, —, ..., — de deux 

façons différentes, au moyen des deux systèmes de nombres 

/Il I \ /i I I \ 

Va, a, acj \^^ p, ^J 

il est clair que les corps définis respectivement par les deux systèmes de pé- 
riodes a,, aj, ..., a^, p,, ^j, ..., ^^ sont identiques. En effet, —,—•..,— 

s'expriment au moyen de , , • • -, — ; ces nombres s'exprimant à leur 

tour en fonction linéaire de ^5-, ^ ,•••,?.-, on voit finalement que —, 

—, •••, — s'expriment linéairement et rationnellement en fonction de 



Q-> nr> •••> «-' et inversement. 

Pi fit fin 
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En résumé, n périodes étant données^ il existe un nombre /), tel que 
ces périodes puissent être considérées comme des éléments d'un corps 
d'oi'dre Pj et non comme des éléments d'un corps d'ordre inférieur à p\ 
en un mot, ces n périodes définissent un corps d'ordre p bien déterminé. 

La recherche de Tordre du corps défini par n périodes données est un 
problème d'arithmétique analogue à celui qui consiste à rechercher si le 
rapport de deux nombres est ou n'est pas commensurable. On peut dire, 
dans tous les cas, que si des périodes sont dépendantes^ on peut s'en 
assurer par un nombre Jîni d'opérations arithmétiques, sans toutefois qu'il 
soit possible d'assigner une limite au nombre d'essais nécessaires à cette 
vérification. Au contraire, il est impossible, par un nombre fini d'opéra- 
tions, de reconnaître si des périodes sont indépendantes; aussi loin qu'on 
ait poursuivi les opérations, quelque grand qu'en soit le nombre, si l'on n'a 
pas obtenu de résultat, on ne peut affirmer que les périodes sont indé- 
pendantes. 

En réalité, on n'arriverait à la certitude que par une infinité dénombrable 
d'opérations. La certitude, si on l'acquiert au cours des opérations, ne 
peut se produire que dans le sens de la dépendance. 

Corps commun à deux corps donnés. — Soient deux corps de périodes 
définis respectivement par les deux systèmes de périodes a,, a^, ».., a^, 

et pn P., ...,?,. 

Ces deux corps ont-ils des éléments communs? Si a est un tel élément, 
on a simultanément 



I 
a 


m, 7772 

" «7 «7 "'■■ 






lia 


c'est-à-dire 












«1 
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ceci montre que le système des p -^q périodes a et ^ ne forme pas un 
système de périodes indépendantes; s'il en était autrement, les deux corps 
n'auraient aucun élément commun. 

Supposons donc dépendantes les périodes a,, a^, . . . , a^„ p,, pj, . . . , p^, 
l'ensemble définissant un corps d'ordre v; v est au moins égal au plus grand 
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des nombres p et q. Soit q <ip^ y =z q -h r^ et supposons indépendantes 
les périodes 

«i, a,, ..., «r» Pi» ?î> •••! p7* 

Les périodes a^+,, a^^.^, . . ., a^ s'expriment alors de la façon suivante : 



' = Il -+- -2- 









•"?;' 



I /'*-'" ^z'-'* 



«r "*" p. 



(3»' 



dans ces formules, les coefficients / et ^ sont des nombres rationnels. Soit a 
un élément commun aux deux corps 



/7ii m» 



P. p. 



Les périodes a,, aj, . . ., a^, p,, (î^j, . . ., ^^ étant par hypothèse indépen- 
dantes; on en conclut 









mr-h nir^i //. -H -h m,,l^r''=: o, 



/Wr-hi*! -^- "»/+t*î -+■• • .4- W,,5f '■ = /l|, 



W'r-f-i^i "^''^r-n^J 



.-h/n;,5;;-'=r /i^. 



Ces relations, considérées comme des équations par rapport aux inconnues 
m,, mj, . .., rrij,, /i,, 71^,..., n^, sont résolues par rapport à m,, m^, ..., w?,, 
n,, Wo? • • M ^^î ï^s nombres /A/;.^.,, m^+^a, . . ., m,, restent arbitraires. L'élé- 
ment a est alors donné par la formule 



a 



nir 






m- 



A (3. ^---^ (jj' 
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c'est un élément quelconque du corps défini par les périodes y^, y^^ "-typ-r 
où Ton a 



1 s\ si 

7. =t ^t ^- 


Pi 




•^ |3.' 



mais ces périodes ne sont pas nécessairement indépendantes. 

Ainsi l'ensemble des éléments communs à deux corps donnés constitue 
lui-même un corps de périodes, dont l'ordre est au plus égal au plus grand 
des ordres p et q. 

Il résulte de là que l'ensemble des éléments communs à plusieurs corps 
constitue lui-même un corps de périodes. 

Au contraire, l'ensemble formé par tous les éléments appartenant à plu- 
sieurs corps de périodes (aux uns ou aux autres), ne constitue pas en* 
général un corps de périodes; en d'autres termes, la somme de plusieurs 
corps ne forme pas un corps de périodes, c'est-à-dire n'est pas composée 
de tous les éléments d'un corps unique. 

Les périodes appartenant à un même corps forment un ensemble dénom- 
brable de nombres. L'ensemble des nombres limites est constitué par l'en- 
semble de tous les nombres réels. 

L'ensemble formé par les cléments d'un corps de périodes est condensé 
dans tout intervalle, c'est-à-dire qu'il existe des éléments de l'ensemble dans 
tout intervalle donné, aussi petit soit-il. 

Nous aurons souvent, parmi les périodes appartenant à un même corps, 
à faire des distinctions essentielles que nous allons indiquer. 

CORPS RÉDUIT, B.VSES d'uN CORPS RÉDUIT. PÉRIODES PRIMITIVES. 

Un corps d'ordre un par exemple est formé par une période a, et par 

toutes les périodes de la forme -— ? - étant un nombre rationnel quelconque. 

Parmi toutes ces périodes, et une fois choisie la période a, on peut ne 
considérer que celles pour lesquelles />=i, c'est-à-dire, en définitive, les 
sous-multiples de a. 
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C'est à ces sous-multiples que Ton est conduit dans le développement 
des fonctions périodiques en série de Fourier. 

Soient de même un corps de périodes d'ordre />; a,, a^, ..., o^ p périodes 
particulières, données et indépendantes, choisies dans ce corps. Tout élé- 
ment a du corps s'obtient parla formule 



f m 1 


/?i, 


m 


— m — 


H --+-.. 


.'\ 


a fl, 


«t 


«> 



dans laquelle m,, ..., nij, désignent des nombres rationnels 'quelconques, 
positifs ou négatifs mais non nuls à la fois. Supposons qu'au lieu de consi- 
dérer toutes les valeurs rationnelles des coefficients /w, on se borne aux 
seules valeurs entières positives, négatives ou nulles. On obtient ainsi un 
ensemble de périodes que nous appellerons corps réduit; le groupe 
des p périodes a,, a.,^ . . .^ a^, sera par définition une hase du corps réduit. 

Le corps réduit n*est donc défini qu'autant qu'on s'est donné la base 
a,, . . ., a,,, mais il est essentiel de remarquer qu'à un même corps réduit 
correspond une infinité de bases différentes. 

Examinons, en effet, à quelles conditions les deux bases a,, a^, . . ., ^/lî 

/>,, &2î • • •? bpt fournissent le même corps réduit. Il est évident d'abord que 

chacune des périodes h doit appartenir au corps réduit défini par a,, 

a., ..., Uj,. 

On a donc 

/ ï în\ m\ ni), 

\ ^\ «I «^i «/, 

(i) , 

/ I mf //jÇ mS 

f 7-=:— i H ^4-. ..H ^> 

\ Op Qx CL\ dp 



les coefficients m-î étant entiers. Inversement, — ? — » •••> — doivent être 
. (Il a^ Op 

pour la même raison des fonctions linéaires à coefficients entiers de 
^> T-' ***' TT' ^^^^ exige que le déterminant 



A = 



Il m{ 



< 



soit entier, et de plus qu'il soit égal k ±zi, 
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I 
9 — y 



En effet, les formules (i) peuvent être résolues par rapport à — > 
et l'on a, en désignant par Mj le mineur de mj dans A, 

A Ml Mf 



a,, bi bp 



Il faut donc que le déterminant A divise tous ses mineurs M/. Le détermi- 
nant adjoint formé avec les mineurs est alors divisible par A'', d'autre part 

il est égal à A''"* ; le quotient -r devant être entier, il suit de là que A = ±: i . 
On trouve donc comme condition nécessaire celle que y-» • • • j 7- 

s'expriment en fonctions linéaires, et à coefficients entiers, de—, •••, — 3 

le déterminant des coefficients étant égal à ±: i . 

Cette condition est d'ailleurs suffisante. Si a est un élément du corps 
réduit défini par a,, a^, . . ., a^,, on a 



I 771 1 wîj m p 
a ûT, a^ ttp 




/?i,M{ -4-. . .-h m^M^ I 


m,Mf-H. . .-H m,,Mj; 1 
"^ A bp' 



puisque A = ±: i, ceci montre que a appartient au corps réduit défini par 
les périodes &,, 63? • • •> ^/»j et inversement. La démonstration nous indique 
le moyen d'obtenir tous les systèmes bases, ou bases d'un même corps réduit. 
A un certain point de vue, les corps réduits d'ordre plus grand que un, 
ont des caractères que ne possèdent pas les corps d'ordre un. En effet, si a 
est la base d'un corps réduit d'ordre un, celui-ci se compose des périodes 

a a a 

a est la seule période qui puisse être choisie comme base. Au contraire, dans 
un corps réduit d'ordre supérieur à un^ il existe une infinité de bases. 
Parmi toutes les périodes d'un corps réduit, certaines peuvent devenir 
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plus grandes que toute quantité donnée, d'autres peuvent au contraire 
devenir, en valeur absolue, inférieures à tout nombre donné. Dans l'un et 
l'autre cas, parmi les entiers m qui servent à définir la période a par la formule 



r 

a 



m. 



m„ 



un ou plusieurs d'entre eux grandissent indéfiniment; si un seul grandit 
indéfiniment, la période devient infiniment petite. 

Enfin, parmi les périodes d'un corps réduit, nous ferons encore une clas- 
sification importante. Nous distinguerons celles pour lesquelles les entiers 
/n^, m^, ..., m^, n'ont aucun diviseur commun ('), et nous les appellerons fc^ 
périodes primitwes du corps réduit. D'après cela le corps réduit se compose 
de l'ensemble des périodes primitives et de leurs sous-multiples. 

Deux périodes primitives distinctesy si elles ne sont pas égales et de 
signes contraires y sont toujours incommensurables. 

Il est essentiel de remarquer que la définition des périodes primitives ne 
dépend nullement de la base qui sert à définir le corps réduit. En d'autres 
termes, si a est une période primitive relativement à la base a^^ a^^ ...^ a, 
a est encore période primitive dans la base 6,, ft^, . . ., bp. 

Ecrivons, en etïet, 



7" 



m^, ^2, ..., nip étant supposés n'avoir aucun diviseur commun. On a, 
d'autre part, 

ai bx bp 



avec la condition 






A = 



f! 



K 



-...+ 



K 



/^? 



i^ 



:±i; 



(■) Si les entiers m sont tous nuls, à l'exception d'un seul, celui-ci doit être égal à ±i. 



- — ^ -j-»^ 
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par suite, 

rt ^1 Oi bp 

et il s^agit de montrer que les coefficients entiers 






Mp = m, fjL^ -h m, |:xj -h . . . -h /7i,, fxj; 



n'ont aucun diviseur commun. Pour le voir il suffit de résoudre ces équations 
par rapport à /Wi, /Wg, . . ., /w,,; on en tirera (au signe près puisque A = db i) 



m^=AfM,4-...H-AjM,„ 



A^ désignant le mineur relatif à (jl^ dans le déterminant A. Il résulte de là 
que si M,, Ma, . . . , M^ avaient un diviseur commun, ce diviseur appartien- 
drait à chacun des entiers m^, m^, ..., m^, nombres qui, par hypothèse, sont 
premiers entre eux. 

L'ensemble des périodes primitives est donc parfaitement défini. C'est 
un ensemble naturellement dénombrable, dont les éléments peuvent être 
rangés, si l'on veut, dans une suite simplement infinie, et cela d'une infinité 
de manières. On pourrait, par exemple, procéder comme il suit : 

Choisissons une base de périodes, a,, a,, . . ., a^ et considérons toutes les 
périodes primitives pour lesquelles les entiers m^ ^ m^^ . . .^ rrip sont en valeur 
absolue inférieurs à un entier donné M, ; ces périodes sont en nombre fini; 
écrivons-les dans un ordre quelconque 

Considérons ensuite toutes les périodes primitives dont les entiers cor- 
respondants /Wi, ^2, . . . , m^ sont, en valeur absolue, inférieurs à un second 
entier M^^» M<. Ces périodes comprennent les périodes co,, Wj, . . ., co^^ et 
un nombre fini de nouvelles périodes («)«.+.,, .. . , (o^^, que nous rangerons à 
la suite de co,, co^, . .., co» . En continuant ainsi nous formerons une suite 
E. * it 
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illimitée 

a>i, &)}, 0)j, ..., cOf/j, .*., 

qui comprend toutes les périodes primitives. D'autre part, lorsque le rang m 
croît indéfiniment, la période correspondante devient ou infiniment grande, 
ou infiniment petite. 

Une telle suite peut être obtenue d'une infinité de manières, soit avec la 
même base a^ , a,, . . . , a^, soit avec une base diflërente 6,, frj, . . . , 6^, mais 
il est clair que, si Ton adopte la méthode précédente pour les former, deux 
suites quelconques diffèrent seulement par Tordre des termes, en ce sens 
que, si Ton considère les m premiers termes de l'une, on peut trouver m', 
de façon que les m' premiers termes de Tautre contiennent les m termes de 
la première. 

On peut donner à l'ensemble des périodes qui constituent un corps ré- 
duit une représentation géométrique simple. Soient a^^ a^^, -"j cip une base 
du corps réduit, et un système de coordonnées dans un espace à p dimen- 
sions. A la période a qui vérifie 

I m, m, nip 



a Ui Gf a 



p 



faisons correspondre le point P dont les coordonnées sont les entiers 
m,, mj, ;.., m^. Si //î,, m^j ..., ntp n'ont pas de diviseur commun, on 
obtient ainsi une période primitive. Toutes les périodes qui sont des sous- 
multiples d'une même période primitive ont leurs points représentatifs en 
ligne droite, le plus rapproché de l'origine correspondant à la période pri- 
mitive. Les périodes dont les points représentatifs s'éloignent indéfiniment 
de l'origine sont ou infiniment grandes, ou infiniment petites. Si l'on par- 
tait d'une autre base Z^,, fr^, ..., t^, on aurait, dans un autre système de 
coordonnées, une représentation analogue des périodes; à la même pé- 
riode a correspondraient d'autres entiers /i,, /?a, ..., n^, mais entre les deux 
systèmes d'entiers (w,, mj, ...♦ m^), (n^^ /i^, ..., n^), correspondant à la 
même période, on aurait des relations de la forme 

/Wj zi: /xj /i, 4- fx» w, -h . . . -1- pî /l,„ 



mp = fxjl, /ï j -f- fx* /? j -H . . . 4- fJL J /i^. 
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avec 

ix\ ... fXf 

• l^l ••• f^J 

Ces relations, dans lesquelles les coefficients (x sont entiers, résultent 
immédiatement de celles qui lient les termes des deux bases de périodes. 

Si l'on considère tous les points du premier système contenus à Tinté- 
rieur d'un certain domaine F, il leur correspond dans le second système des 
points contenus dans un autre domaine F. Si le domaine F grandit indé- 
finiment en s'éloignant dans tous les sens de l'origine, le domaine F' s'éloigne 
aussi dans tous les sens de la seconde origine. Les formules qui lient les 
entiers m et n montrent en effet que, si parmi les coefficients m il y en a 
au moins un qui grandit indéfiniment, il y a au moins un coefficient n qui 
grandit indéfiniment, et inversement; géométriquement, à tout point du 
premier système qui s'éloigne indéfiniment correspond un point du second 
système qui s'éloigne aussi indéfiniment. 

CHAMPS DE PÉRIODES. 

Nous sommes dans la nécessité d'introduire encore une série de défini- 
tions indispensables, car nous aurons à considérer à chaque pas, soit les 
objets qu'elles représentent, soit les propriétés qu'elles expriment. 

Soient a,, a^, ..., a^, n périodes données, indépendantes ou non, E un 
ensemble quelconque de valeurs d'une variable réelle Ç. Considérons dans 
l'espace à n dimensions l'ensemble des points dont les coordonnées Ç,, 
$2, . . . , 5^ sont données par les formules 

l appartenant à l'ensemble E, et m<, m^, . . . , m^ prenant toutes les valeurs 
entières positives, négatives ou nulles. L'ensemble des points $o $2? • • • ? S» 
définit le champ absolu (*) relatif à l'ensemble des valeurs E. 



(1) M. Bohl, dans un travail déjà cité, donne des définitions à peu près analogues, sous 
le nom de classe, points de première catégorie, etc. 
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Si $^, $25 • • • ? $« Gst un point du champ absolu, le nombre $ s'appellera la 
valeur congrue à cet élément. 

A tout élément P du champ absolu ne correspond qu'une seule valeur 
congrue, si toutefois parmi les périodes considérées il y en a au moins 
deux d'indépendantes. En effet, si ç' était congru au même élément P, 
on aurait, en désignant par m\^ m\^ . . . , /w)^ les entiers correspondants, 

s'il y a au moins deux périodes indépendantes, a^ et a^ par exemple, on en 
conclut m\ — m, = o, m\ — m^ = o et, par suite, 5 = H'» 

Si $ est une valeur quelconque de l'ensemble E, le point de coordonnées 
égales P(Ç, 5, ..., Ç) appartient évidemment au champ absolu, et Ç est 
la valeur congrue correspondante. 

Considérons maintenant le cas, et dans la suite nous nous placerons 
toujours dans cette hypothèse (à moins d'indication contraire) où V en- 
semble E est formé de toutes les valeurs réelles de H comprises entre — oc 
et -h 00. 

Si P(Ç,, $2? • • • > ^n) est un élément du champ absolu, tous les points de 
coordonnées Ç,-hX, $2"^^? •••> Sn-H^ appartiennent aussi au champ 
absolu; ces points sont situes sur une même ligne droite, que nous appelle- 
rons une caractéristique du champ absolu. 

Les caractéristiques ont une signification géométrique très simple. Soit, 
dans l'espace à n dimensions, le domaine parallélépipédique formé au moyen 
des vecteurs ût<, aj, . . . , a„ portés à partir de l'origine sur chacun des axes 
de coordonnées, et considérons le réseau de parallélépipèdes obtenu avec ce 
parallélépipède fondamental. La droite 

u7| — ^ u7j — ... — •*'rt 

rencontre certains de ces parallélépipèdes qui découpent sur elle des seg- 
ments de droite. Considérons les segments homologues dans le parallélépi- 
pède fondamental, et plus généralement dans tout parallélépipède du 
réseau; en prolongeant indéfiniment ces segments de droites, nous obte- 
nons un ensemble dénombrable de droites qui sont précisément les carac- 
téristiques. 
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Le champ absolu est donc un ensemble de points bien déterminés, se 
composant de tous les points des diverses caractéristiques. Lorsqu'on se dé- 
place d'une façon continue sur Tune d'elles, le nombre congru correspon- 
dant varie d'une manière continue; mais en deux points voisins du champ 
absolu qui ne sont pas sur une même caractéristique, les nombres congrus 
correspondants n'ont pas nécessairement des valeurs voisines. 

Si $,, $2) •••> ?» définissent un élément du champ absolu, le point de 
coordonnées ^^-hm^a^^ $2-+- ''?2<^2j •••? ?«+^'/i^« appartient au même 
champ, quels que soient les entiers m; les divers points ainsi obtenus ayant 
d'ailleurs même nombre congru. Le champ absolu est donc un ensemble 
périodique ; il sera complètement déterminé lorsqu'il sera connu dans le 
domaine parallélépipédique 

La définition la plus générale que nous venons de donner du champ 
absolu n'exclut pas le cas où plusieurs des périodes a^, ..., a„ seraient 
nulles; mais ce cas ne présente en réalité que fort peu d'intérêt. 

Nous allons étudier maintenant, d'une manière plus complète, la na- 
ture du champ absolu, en considérant son dérivé, c'est-à-dire l'ensemble 
formé par les points limites, et nous appellerons cet ensemble le champ 
total. 

Quelle est la nature du champ total ? c'est la première question qu'il 
importe de résoudre, en commençant par le cas le plus simple, celui où les 
périodes données a^, aj, ..., a;t sont indépendantes, ce qui, bien entendu, 
les suppose différentes de o. 

Champ total défini par un système de périodes indépendantes. — 
Nous allons démontrer que si a^^ a,,^ . ..^ ap sont des périodes indépen- 
dantes ^ le champ total se compose de tous les points de l'espace à p di- 
mensions. 

Je m'appuierai pour cela sur le théorème suivant : 

x*,, x'a, -'^f Xp étant des valeurs arbitrairement choisies y on peut trou- 
sser des entiers m^^ m^^ ...^ mpet des nombres Xy de façon que les quan- 
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lités 

(i) a?H-/W|ai — Xx^ X -\~ m^a^ — x^y ..., x -^ nipOp — Xp 

soient en valeur absolue inférieures à tout nombre donné e. 

J'avais obtenu ce dernier théorème en montrant que s'il est vrai pour 
p — I variables il est vrai pourp, lorsque j'appris que M. Bohl l'avait déjà 
établi dans son intéressant travail (*) sur les séries trigonomctriques 
avec plusieurs arguments proportionnels. M. Bohl déclare ignorer lui-même 
si ce théorème est absolument nouveau; il est à noter, en effet, qu'on peut 
le rencontrer, sous des formes plus ou moins variées, dans des recherches 
d'ordres très différents. Je ne reproduirai pas ici la démonstration complète 
de M. Bohl, me bornant seulement à en indiquer la méthode et renvoyant 
pour plus de détails au Mémoire déjà cité. 

M. Bohl démontre que si a, a,, a^, ..., aj, sont des nombres quelconques, 
différents de o, entre les inverses desquels n'existe aucune relation linéaire 
homogène à coefficients rationnels, on peut trouver des entiers /w, /Wi, 
m^, . . ., nip tels que les différences 

(2) ma -h miûfi— Xi, ma 4- /«aûfi — ^j, ..., mx-h m^Op — Xp, 

OÙ x<, x^j " "f Xj, sont arbitrairement donnés, soient inférieures en module 
à tout nombre positif donné e. Considérons alors les périodes indépen- 
dantes a,, a^, . . ., a^,et l'ensemble des nombres a (^) donnés par la formule 

L = iti + ti^...^ùt, 

a Oi Gf ap 

où (X,, (jLj, ..., [Lj, prennent toutes les valeurs rationnelles possibles. C'est 
un ensemble dénombrable ; il existe donc dans tout intervalle des nombres a 
n'appartenant pas à cet ensemble. Si a est l'un d'eux on pourra, étant 
donnés a;,, x.^^ . . ., x^^ choisir les entiers rn^ m^^ . ..j nij, de façon que les 



(*) PiERS Bohl, Ueber die tkirstellung von Functionen einer Variabeln durch trigo- 
nometrische Reihen mit niehreren einer Variabeln proportionalen Argumenten, p. 4* 
Dorpati 1893. 

(') C'est-à-dire les éléments du corps défini para^, a^ ..., Op, 
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quantités (2) soient aussi petites que Ton veut, et en posant moL=^ x nous 
obtenons le théorème en question. On remarquera que parmi les nombres x 
permettant de rendre infiniment petites les quantités (i) il y a des mul- 
tiples entiers de n'importe quel nombre non nul à condition que celui-ci 
n'appartienne pas au corps des périodes a,, «2, ..., a p. Nous pouvons main- 
tenant interpréter facilement ce théorème. Si l'on pose 

les quantités (i) s'écrivent alors 

comme $,, Çj, . . ., $^ sont les coordonnées d'un point du champ absolu, on 
peut donc dire que, étant donné un point quelconque P de coordonnées 
ic,, 372, •••7 ^/i? il existe des points du champ absolu aussi voisins qu'on le 
veut du point P. En d'autres termes V ensemble dérivé du champ absolu 
se compose de tous les points de V espace; le champ absolu constitue un 
ensemble dense dans tout domaine à p dimensions^ ou enfin l'ensemble 
des caractéristiques du champ absolu est un ensemble dense. 

Ëtant donné e, considérons tous les nombres x qui, avec un choix conve- 
nable d'entiers m,, m^^ . . ., /Wy,, permettent d'écrire les inégalités 

(3) |^-hm,flri — a7,l;^£, ..., \x-\-mpap — Xp\^t.. 

Il n'est pas difficile de se représenter la nature de l'ensemble des valeurs x 
ainsi caractérisées. A tout nombre x de l'ensemble correspond un point du 
champ absolu dont les coordonnées satisfont aux inégalités 

et inversement. Or tous les points du champ absolu satisfaisant à ces 
conditions sont contenus dans un certain domaine D entourant le point 
P(^n ^21 • • M ^p)'i domaine très petit défini par les inégalités (4). Soit C 
une caractéristique rencontrant ce domaine, qu'elle coupe en deux points 
N etN' distants de moins de 2£. Au segment ?s'N' correspondent des valeurs 
congrues x comprises dans un intervalle très petit nn*. A chaque caracté- 
ristique coupant le domaine D correspond ainsi un intervalle nn' pour les 
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valeurs Xj et un système d'entiers m,, mj, ..., rrip restant le même pour 
toutes les valeurs x de cet intervalle. L'ensemble des nombres x est donc 
constitué par les valeurs appartenant à une infinité dénombrable d'inter- 
valles moindres que 2e. Si e est assez petit, ces intervalles n'empiètent pas 
les uns sur les autres. Il suffit, pour l'établir, de montrer qu'à deux points du 
champ absolu compris dans D et situés sur deux caractéristiques distinctes 
correspondent des valeurs congrues distinctes. Soient, en effet, (ii,Ç2?-«-?5/»)? 
i^\j I2J •••> ^p) ces deux points; x, x' les valeurs congrues correspondantes; 
on a respectivement pour certaines valeurs des m, m' 



x' -it- m'iai=l\ 



1= I, 9, 



les caractéristiques étant distinctes, les entiers m] — m,- ne sont pas tous 
nuls; si par exemple m'. — mi^ o, on a 

c'est-à-dire 

|a:'-a7|>|(m,-m.;.)«/|-|H;— ?i|>|^/| — ae; 

par conséquent, si £ est assez petit, les intervalles auxquels appartiennent 
respectivement x et x' n'empiètent pas l'un sur l'autre. 

Si maintenant l'on faisait diminuer e, certains (*) des intervalles nn! 
disparaîtraient, les autres diminuant seulement d'étendue; mais il n'y a pas 
d'intervalles limites lorsque e tend verso; tous les intervalles s'élimineraient 
successivement à mesure que e deviendrait de plus en plus petit, si toute fois 
le point V(x^^ •••, ^/i) n'est pas un point du champ absolu. 

Parmi les points du champ limite, ou champ total, on pourrait faire encore 
de nouvelles distinctions. Reprenons, en effet, l'ensemble des nombres x 
dont il vient d'être question et correspondant à la valeur e. Parmi ces 
nombres, il y en a toujours une infinité dénombrable pour lesquels l'une 
des quantités x 4- niiai — .r, est exactement égale à o, et cela quel que soit £. 
Il suffit pour s'en rendre compte de remarquer que le plan X/ — Xi=o 
coupe, à l'intérieur du domaine D, une infinité dénombrable de caractéris- 

(*) Une infinité dénombrable. 



LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 89 

tiques. Mais il n'existe pas en général de nombres x pour lesquels deux des 
quantités x -^ miai-- Xi soient nulles; les points du champ total pour 
lesquels il en est ainsi constituent un nouvel ensemble dans ce champ; 
les points du champ total pour lesquels trois des quantités x + miai— Xi 
pourraient devenir nulles, pour des valeurs convenables de x et des m^, for- 
meraient un troisième ensemble, et ainsi de suite, . « . les points pour lesquels 
toutes les quantités a? -h m,- a, — Xi pourraient devenir nulles constituant 
enfin le champ absolu. Ces classifications n'ont en réalité aucun intérêt, et 
je les laisserai complètement de côté. 

On remarquera que nous écartons également le cas où p = i , c'est-à-dire 
celui où il y aurait une seule période. Le champ absolu comprendrait alors 
toutes les valeurs réelles, mais à un point de ce champ correspondrait une 
infinité de valeurs congrues. 

Champ total défini par un système de périodes dépendantes. — 
Soient a,, a^, ...,«„ des périodes que nous supposons dépendantes, mais 
différentes de o. Parmi ces périodes il y en a un certain nombre d'indépen- 
dantes; soient a,, a^^ .. ., a^,. Les périodes «,,+.,, . . ., a« vérifient alors des 
relations de la forme 



,.1 ..i /•" 



(i) 






dans lesquelles les coefficients ret y sont entiers, les coefficients qi^ r', , ..., r' 
d'une même ligné pouvant être supposés premiers entre eux. 

Voyons d'abord à quelles relations satisfont les coordonnées des points 
du champ absolu. Soit P(Ç,, ^2, . . ., $„) un point de ce champ; on a pour 
une certaine valeur Ç, et avec un choix convenable d'entiers m^, m^, . . ., m„, 

ce que l'on peut écrire 



L^ll^rn " 1 - k _ ,„ 



E. 



12 
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en multipliant les /? 4- i premières de ces relations, respectivement 
par r\j r^, ..., rj,, — q^^ ajoutant et tenant compte de la première des 
relations (i), on obtient 

» 

7„_;,|ï - (/'/-"Ji + + /•;;-" i^) =7„_^ m,- (m,rï-"+...+ /»!;,/•»-'■) = M»- p. 

Nous allons montrer que les coordonnées des points du champ total satis- 
font à des relations de la même forme. 

Soit, en eiïet, P(a:,,X2, ...,a7„) un point du champ total, il existe des 
nombres x et des entiers /;/,, /w^, . . . , m„, tels que les quantités 

.r -h //i. a, — .rj = «,, . . . , a? -h /«««« — .r« - - «„ 

soient, en module, inférieures à tout nombre donné. On tire de là : 

— =: — — //i|H--i, ..., — ~- fn„-{ <x„, 

OU, en faisant les mêmes combinaisons que précédemment et tenant compte 
des relations (i), 

g^ ^J!±l _ fr\ ±L -H. . . -+. ,;^1^] 4- (/«,r| H-. . . -t- w^/^— fn^^xÇi) 

— ai -^ -+-... -h «y, -^ — ^, -^^- 
ai ap Op+i 

Le premier membre de cette relation est la somme d'un nombre fixe et 
d'un entier positif ou négatif, le second membre est infiniment petit. Or le 
premier membre ne pourra être rendu infiniment petit que si le nombre fixe 



''aj,^i \ * a, ' apj 



est un entier, et un entier de la forme 



(3) 
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Pour que x^J x^^ ..., x^^ puissent être les coordonnées d'un point du 
champ total, il doit donc exister des entiers m,, /w^, ..,, m^^ tels que 
Ton ait 

^,f£±l_-(V} fl^. ..+ ,.;, Ji)=^,m,^»-(m,ri H-...4-m^r^ )z=M„ 
: > 

c'est là une condition nécessaire; nous montrerons dans un instant qu'elle 
est suffisante. Auparavant examinons d'un peu plus près cette condition. 
Les premiers membres de (3) doivent être égaux à des entiers M|, ..., M^_^, 
mais ces entiers ne sont pas en général quelconques : il faut que les équations 

(4) • 

( çn-pm^— m,r?-''— — mpr"p-Pz=: M„^p 

aient des solutions entières en m,, m.^, . . ., m^, . . ., m„. Il en serait toujours 
ainsi si les entiers y,, q^j .. ., q^-p étaient égaux à l'unité. Sinon nous re- 
marquerons que les équations (4), privées de leurs seconds membres, sont 
algébriquement indépendantes, puisqu'elles sont résolues par rapport aux 
variables m^,, ..., m^. Pour reconnaître, étant donnés M,, ..., M^.^, si 
elles ont des solutions entières, il suffit de s'appuyer sur un théorème établi 
par M. Méray (*), dont je rappellerai Ténoncé: 

Pour que les équations algébriquement indépendant es y à coefficients 

entiers 

a I j?i -+- «i X, -4- . . . -h «i ^« = (3, , 



«f ^i -+- «Ç-2:, -h . . . -H ag^^ — (3„, 
admettent des solutions entières^ il faut et il suffit que les déterminants 



(*) MÉRAY, Solution du problème général de l'Analyse indéterminée {Annales de 
l'École Normale, t. XII, i883). 
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d'ordre p formés avec les éléments du Tableau 



aient pour plus grand dwiseur un nombre d divisant tous les détermi- 
nants obtenus en remplaçant dans les premiers une colonne quelconque 
par^,, p2, ..., P/,. 

On pourrait donc par un nombre limité d'opérations arithmétiques 
reconnaître si les entiers M<, M^, ..., M„_^ permettent la résolution en 
nombres entiers des équations (4). 

Démontrons maintenant que les conditions trouvées sont suffisantes et 
que si elles sont vérifiées le point P(a:, , iCg, . . . , x^) est un point limite. 

Par hypothèse il existe des entiers déterminés w/,, . .., m^ satisfaisant 
aux relations (3). Plaçons-nous tout d'abord dans le cas particulier où les 
seconds membres des relations (3) sont nuls (M, = Mj = . . . = M«_^= o), 
et remarquons que, les périodes a<, aj, . . . , a^ étant indépendantes, les 
périodes X^a,, X^a^, ..., X^a^, où les X sont des entiers quelconques non 
nuls, le sont également. On peut donc trouver des nombres x et des 
entiers [x,, [Xa, ..., (x^, de façon que a;+ [jL,(X,a,), ..., ^-H(Xp(X^a^) 
soient aussi voisins qu'on le veut de x^^ x^^ ...^ x^,. En particulier, faisons 

q étant un entier divisible par chacun des entiers y,, q^j . • ., qn-p' Posons 

et 

les quantités a,, aa, ..., a^ étant infiniment petites, et les entiers /w^^.,, ..-, m'^ 
étant pour Tinstant indéterminés. En éliminant x entre ces relations et les 
relations (i) existant entfe les périodes, on obtient m — p relations, telles 
que la suivante 






^ ^1 '^p.-i - 9 ( f^i ''î + • • • + f^A> '•/O + «1 ^ + . • . -+- «/» ^ - «/»+! ^ 

«1 Op "/M-l 
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OU, à cause des relations (3), dans lesquelles M,, M,, . . . , M^^ sont nuls, 



et w — p -- 1 relations analogues. 
Si nous choisissons 

les premiers membres des relations (5) devenant nuls, et a,, a,, ..., a^ 
étant infiniment petits, il faut nécessairement que a^+«, . . . , a;, soient 
eux-mêmes infiniment petits, et la proposition est établie dans ce cas; le 
point P(a;,, a?a, ...» a7„) est bien un point limite du champ absolu. 

Supposons maintenant que les entiers M^, M^, . .., M„_^ ne soient pas 
nuls, mais soient de la forme (4). Alors, d'après la proposition qui vient 
d'être établie, le point Q de coordonnées x^ — m^a^^ x^— m^a^j . . . , 
Xn— THnCin ^st un point limite comme le champ absolu est un ensemble 
de points admettant les périodes «i, a^, ..., a^, il en résulte qu'il y a 
aussi des points du champ absolu, aussi voisins qu'on le veut du point 
P(^i) ^2? • • • ? ^rt)? et le théorème se trouve démontré dans le cas général. 
Les conditions (3) sont nécessaires et suffisantes. 

On obtient donc tous les points du champ total en considérant les points 
dont les coordonnées vérifient les équations 



Çi — r, — 



(6) 






et en ajoutant aux coordonnées de ces derniers respectivement, des multiples 
entiers quelconques de périodes «, , aj, . . ., a^^. Les relations (6) se déduisent 
très simplement, comme on le voit, des relations (i) existant entre les pé- 
riodes. Nous les appellerons les /ormes adjointes des relations entre les 
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périodes. On les obtient en remplaçant dans ces dernières les nombres — > 

±, ..., -L respectivement par les variables -^, ^, ..., ^ et ceci permet 

d'écrire les formes adjointes lorsque les relations existant entre les périodes 
ne sont pas mises sous la forme (i). 

On voit finalement que, parmi les n coordonnées d'un point du champ 
total, il y en a /? seulement d'entièrement arbitraires. L'ensemble des points 
définis par les formules (6) est formé de tous les points d'un espace à 
p dimensions compris dans l'espace à n dimensions, et le champ total se 
compose d'une infinité dénombrable d'ensembles analogues (*). Pour ces 
raisons nous appellerons ordre d^un champ le nombre des périodes qui 
sont indépendantes parmi celles qui servent à le définir. 

Il nous reste encore quelques remarques importantes à faire. 

1** Si a?,, a7a, ..., x^ sont les coordonnées d'un point quelconque du 
champ total, il existe des entiers m,, m^, ..., m^ satisfaisant aux rela- 
tions (3); il en existe alors une infinité. Pour que m', , m\^ . . . , m^, . . . , m'^ 
soit un autre système d'entiers satisfaisant aux mêmes relations, il faut et il 
suffit en effet que l'on ait 



qn-p(.nî^ — /»!. ) = r?~''(/w; — m,) -h -h r;-''(m;— m^). 

Or ces équations ont toujours des solutions entières (*) par rapport aux 
inconnues {ni^ — /w<), ..., (m'„ — w„). Chaque fois que, pour des valeurs 
convenables de or, les différences 



(<) Ces ensembles, qui sont des ensembles continus de points, sont distincts, c'est-à-dire 
n'ont aucun point commun. De plus, si Ton considère deux de ces ensembles, la distance de 
deux points quelconques pris respectivement dans chacun d'eux a un minimum différent 
de zéro. 

(>) Les résultats énoncés dans le Mémoire déjà cité de M. Méray permettraient d'obtenir 
la forme générale de ces solutions entières, mais cette forme générale ne nous intéresse pas 
ici. 
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pourront être rendues assez petites, le système d'entiers m\^ , , .^m^ satisfera 
aux conditions (7). 

Ici encore, comme dans le cas de périodes indépendantes, Tensemble 
des valeurs x pour lesquelles on a, avec un choix convenable d'en- 
tiers m,, ... , m„, 

se compose de toutes les valeurs comprises dans une infinité dénombrable 
d'intervalles inférieurs à 2£. 

2® Considérons le cas particulier où les entiers 5^, , y^j • • • > Çn-p ^ont tous 

égaux à ±: I ( ce qui arriverait par exemple si, aux périodes a^,^., , o^^a? • • • ? ^«> 
on substituait leurs sous-multiples ^^, . . ., -^ ]. 

La restriction que l'on doit faire dans le cas général sur les entiers M,, 
Ma, ..., M„_^ disparait; ces nombres peuvent être quelconques, car les 
équations (4) ont alors des solutions entières en m,, m^, . . . , m^, . . . , m„ 
quels que soient M, , • . . , M„_p. 

Dans ce cas, si Von a déterminé des entiers m\, m!,, . .., m' et un 
nombre x de telle façon que les quantités 

(8) ai = j:-f-m',a, — j7,, ..., ajt,z= a? 4- m^a^ — Xp 

soient infiniment petites y on peut déterminer des entiers m'^^^ , . . ., m^^ de 
façon que y pour la même valeur x^ les quantités 

(9) CLp^^z=:X-\rmp^^ap^^'-'Xp^x^ ..., «,4= o^ -f- /n), «„ — o?,, 

soient aussi infiniment petites. On peut écrire en effet 

(10) 7i(/w),+i — nip^^) — {m\ — m,) /•} — . . .— (m),— mp) rj, 

puisque çr, = i , on peut prendre 

^Wi == ^p^^ -^ ('^i -" '^i) '•} +• "-^{m'p—mp) r« ; 
le premier membre de (lo) est alors nul; a,, a^, . ..j oLj, étant infiniment 
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petits, il en est de même de a,,^.,. On arrivera à la même conclusion 
pour CLp^.,, . . . , a^. 

Si a,, a^, ... , oLp sont nuls, a^^.,, . . . , a„ seront nuls, de sorte que, dans 
ce cas, x^ , x^^ . . . , Xp étant un point quelconque du champ absolu défini 
par a,, . . . , a^, 5 sa valeur congrue, en déterminant ar^n-n • • • > ^n par les 
formules (6) aux seconds membres desquelles on peut d'ailleurs ajouter des 
entiers quelconques, le point de coordonnées .r,, ..., x^, ar^H-u •••? ^« 
devient un point du champ absolu défini par a,, ..., a^ et \ sa valeur 
congrue. Nous aurons tout particulièrement à nous servir de cette remarque. 

CHAMPS ÉQUIVALENTS, CHAMPS MULTIPLES d'uN CHAMP DONNÉ. 

Définition. — Soient (a,, a^, . . ., a^,), (6|, b^^ . . ., bg) deux systèmes de 
périodes quelconques, A et B leurs champs absolus respectifs. Nous dirons 
que deux points P et Q pris respectivement dans les champs A et B sont 
correspondants, s'ils correspondent à la même valeur congrue ^. 

Ceci posé, les champs A <?/ B seront dits équivalents si, P c/ Q étant 
deux points correspondants donnés, mais quelconques, à tout point P' du 
champ A voisin de P, on peut faire correspondre un point Q' (corres- 
pondant de P) du champ B voisin du point Q, et inversement. D'une façon 
précise, il faut qu'à tout domaine D entourant P on puisse faire corres- 
pondre un domaine A entourant Q, de façon que tout point du champ 
absolu A, pris dans D, ait un correspondant dans le champ B contenu 
dans A, et inversement. 

Un point quelconque pris dans l'un des champs possède dans l'autre 
une infinité de correspondants; par exemple au point P de coordonnées 

correspondent dans B tous les points de coordonnées 

où les entiers /i|, . . ., n^ sont arbitraires. 

Il résulte de la définition même que deux champs équivalents à un 
troisième sont équivalents entre eux. 



p 


$-+-m,a, = ^,, 


. . . , 


$-+-m;,a^ = $^, 


Q 


? + «i àt=n„ 


... y 


1 4- Al^ ^^ = fig. 
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Champs équivalents de périodes indépendantes. — Soit A un champ dé- 
fini par les p périodes indépendantes a, , a^ , . . . , Oy, ; proposons-nous de déter- 
miner tous les champs de périodes indépendantes qui lui sont équivalents. 

Soit 6,, 62, . ..y bg un système de q périodes indépendantes dont je sup- 
pose le champ B, équivalent au champ A. Je vais montrer que q = p et 
que (a, , a^, . . . , a^), (b^ , i^, . . . , bp) sont deux bases d'un même corps 
réduit (voir p. 77) : /<? corps réduit défini par la base a, , aj, . • . , a^. 

Montrons par exemple que b^ appartient au corps des périodes a,, 
a,, ..., ap. Soient P et Q deux points correspondants donnés dans les 
champs A et B, 



(0 



et^, une valeur réelle arbitraire. Si les périodes a,, a^, . . . , a^, 6, étaient 
indépendantes, on pourrait déterminer $' et les entiers m'^, m^, ..., m'^, /i' , 
de façon que les quantités 

diffèrent respectivement aussi peu que l'on veut des nombres $,, .,., Çp,y|. 
Soit P' le point de coordonnées ^',, . . ., $'^. Puisque les champs sont équi- 
valents on pourrait, d'autre part, trouver les entiers /i',, n'^, ..., n^ de 
façon que les nombres 

soient respectivement voisins de yj, , Yja, . . ., yj^. En particulier, X-\-n^ b^ = yj'^ 
devrait être, par un choix convenable de l'entier n^^ voisin de y],. Or on a 

( Ai; — /l'i ) ^1 = Yi; — rj; =y, — Yî, + (rîi — /o— (rj; — Yî,). 

Puisque (yj* — y^^^l (yj', — yji ) sont aussi petits que l'on veut, il faudrait 
que ^1 — yii soit un multiple de b^ ; or y^ est arbitraire ; cela est donc impos- 
sible. La période 6, appartient au corps a,,a2j •••?^j»;de mêmefta,^.,,...,^^. 
Inversement a,, a^, ..., o^ appartiennent au corps ô,, è^, ..., 6^. Donc 
j9 = ^r. Les périodes 6|, 63, . . . , 6^ s'expriment par conséquent en fonction 
E. i3 
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de a,, a^, . . ., a^ par des formules de la forme 



(2) 



6, a, a, 


-h. 


-â! 


|^ = ^'4-... 




..+d 



'•? 



?^o; 



(4) 



les coefCcients q^\.r sont entiers, et l'on peut supposer que les coefficients 
d'une même ligne n'ont pas de diviseur commun. Je dis enfin que 

ît = «'t = --. = 9p=i et A = ±i. 

Soient, en effet, P et Q deux points correspondants donnés (i). L'élimi- 
nation de \ entre les relations (i) et (2) donne 



^, Jj -\r\ |l +...+ r;,|£j = 7,«, -(/>., + ... + /•;.».,), 



(3) 



^'f:-('-?I;-^--+'î|;)=^'''^-('-î 



Wi-h...-hrJ/W;,) 



Ceci posé, soit Q' un point du champ B voisin de Q; y)',, t]^, . .. , v]'p ses 
coordonnées 

si P est un point correspondant quelconque de Q' défini par les entiers 
arbitraires m'^, ..., m'^, on aura entre les coordonnées de P' et de Q' des 
relations analogues à (3) où les lettres seraient accentuées, et, en les retran- 
chant respectivement des équations (3), il viendra 



^' K L ' «. 



?>) 






l=.^^(/i;,-/i^)-[/f(m;-/n,)^...4-rJ(m;-m^)]. 



Puisque les champs sont correspondants on pourra déterminer les en- 
tiers m'^, m'jj, . . . , nip de façon que V^ ^35 • • • ? ^/» soient respectivement voi- 



LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 99 

sîns de Ç,, $2? • • • j ^p> Les premiers membres de (4) seront alors très petits; 
comme les seconds membres sont des entiers, ceux-ci devront être nuls. Il 
faut donc en définilive que, par un choix convenable d'entiers m', , . . . , m'^y 
on ait 

/ çi {n\ — /i, ) = /•{ {m\ — m, ) +. . . -h r*,( m;,— /t?^), 

( Çpi'h— ^p) = ''i (''^'i — m,) -+-. . .-4- r^(/n;,— nip) ; 



(5) 



OU, en d'autres termes, que les équations 



(6) 



f rîa:,4-...- 



rPxp=:Çp{np'-np) 



admettent des solutions entières en ar,, . . . , x^,. Si cette condition est rem- 
plie le point ^\j ..., ^'^ est alors voisin du point ?,, Ça? •••? ^pj comme le 
montrent les relations (4) où les seconds membres sont devenus nuls. Or, 
d'après le théorème déjà cité de M. Méray (p. 91), il faut pour cela que A 
divise tous les déterminants d'ordre p formés avec les éléments du Tableau 



r^i 



'p 9p{^'p—^p) 

Ces conditions sont toujours réalisées lorsque A = ih 1 et 

7i=^t = ... = 7/» = ï- 

Ceci montre déjà que les champs absolus obtenus avec les diverses bases 
du corps réduit défini par a,, «2? • • m ^p sont tous équivalents. Il est facile 

de voir que ce sont les seuls. Établissons pour cela que t- par exemple 

s'exprime en fonction linéaire à coefficients entiers de —^ —>•••> — • 
Écrivons en effet 

les entiers ^J, s\^ .•,*], étant supposés n'avoir aucun diviseur commun. 
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Si Ton pose 



on pourra trouver une base(*)a,, a^, ..., a^du corps réduit («,,«3, ...,aj,) 
qui comprend la période a\. Les champs définis par a',, a!,, ..., à^ 
et 6,, 62) •• -5 f^p sont encore équivalents. L'on a ici 



9t 




7i 








. 




*. 




«; 


J 

















■+- 


Ll 


-h. 


..+ 


'■7 > 




«. 




a\ 






• • » 



et les équations (6) deviennent 



ces équations doivent avoir des solutions entières chaque fois que les quan- 
tités 

{n\ — /i,) ^>, — {n\ — Al,) 6„ . . . , («; — /it) 6, — (n;,— «^) bp 

deviennent très petites. Or il est clair qu'on peut rendre ces quantités aussi 
petites que Ton veut, avec un système d'entiers (/î', — /i,). . .(/i'^— /i^), 
dans lequel (/^', — /ï,) n'est pas divisible par q\\ les entiers q^^ q\ pouvant 

être supposés premiers entre eux, et le nombre ^ V — devant être 

entier, il faut nécessairement que 5^1 = 1. L'équivalence étant une pro- 
priété réciproque, on en conclura également 5^,-1. Il viendra donc en 
définitive 

' - ^î -4- -^f£ 
7- — — -h ... H ^> 

^1 flfi Clp 



bp ai ap' 



P) Voir le théorème établi dans la Note I, à la fin du présent Mémoire. 
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ICI 



comme la même propriété doit avoir lieu pour — > — > •••> —, vis-à-vis 
de ^, ^, • • • » ^> il faut de plus que 



= it:i, 



ce qui établit la proposition. Les champs équivalents sont tous fournis par 
les bases du corps réduit. 



Champs équivalents à un champ donné de périodes dépendantes. — 
Soient maintenant a^^ a.^^ . . . , a„ des périodes dépendantes, parmi les- 
quelles p sont indépendantes, par exemple a,, a,, . . ., a^. Je veux montrer 
qu'iV existe un champ de p périodes indépendantes équii^alent au champ 
défini par ai j a^^ ..., a„. 

Il existe, entre —,—,•••?—?/* — /? relations distinctes à coefficients 

entiers de la forme. 






0\ 






(«) 



s\-P 



*1 



c/i-/> 



= o, 



dans lesquelles le déterminant 



*/i+i 



Ap^^ ... ùff 



est différent de o. 

Je m'appuierai sur le théorème suivant : 

Étant donné un Tableau de n{n — p) nombres entiers 



s'}-^ si 



.H-p 



I02 
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si Von désigne par A le plus grand commun diviseur des déterminants 
d* ordre (n — p) formés avec les termes de ce Tableau, on peut trouver 
un système de np entiers (jl/, defaçoh que le déterminant 



(2) 



soit égal à A. 



f^î A 



Kf 


/^î 


*1 


*î 


• • • 


... 


si-" 


.;-" 



çn-p 



Je ne sais si ce théorème est connu, j^en donne dans tous les cas une 
démonstration que, pour ne pas interrompre la suite des idées, j'ai placée 
dans une Note à la fin de ce travail. 

Les entiers [t.{ étant ainsi choisis, posons 



«1 «i a, Un 



(3) 



Les périodes a,, 
exemple. 



' _K 



a, 






, , oLp sont bien déterminées, car si Ton avait, par 






= o, 



cette relation devrait être une conséquence de (i), de sorte que, dans le 

Tableau 

P-i • • • Prt 






tous les déterminants d'ordre n—p-hi seraient nuls, ce qui entraîne- 
rait la nullité du déterminant (2), qui est égal k l^o. De plus, les pé- 
riodes a,, aj, . . . , a^ sont indépendantes. Supposons, en effet, qu'il existât 
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des entiers m«, m^, . . . , nip tels que ron ait 



io3 
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— ^ ÎH-...H ^=o; 

OCi OC] OLp 



on pourrait écrire, quels que soient les nombres rationnels m^^.,, m^a, . . . , 



nin 



,,. rrix nim m» ls\ s\\ 

j M 4- . . . + -^ ) -h . . . + m„( -! h ... 4- -^^ )• 



p+n 



Déterminons les nombres rationnels /w^>+.,, ..., /w„ de façon à rendre 
nuls les coefficients de — ^ ? •••>—, ce qui s'exprime par les équations 



*p-*-i 



(5) 



j ^hl^l 



+1 -+- ^hi^Ui + . . . 4- /Wpfx^^i 4- m^+i 5*^.1 4- ... 4- m^^J^f = o, 



mjfxi 4-/w,j^J 4-...4-mp/xS -h m^^^s}, 4-. . .4- /w„5S-^=o; 



cela est possible puisque le déterminant 



^p+i • • • •'/»+i 



est différent de o. La relation (4) se mettrait alors sous la forme 

.4 — ^=o (Mi, M„ ..., Mp rationnels). 



M| Mt 

«i a, 



Les périodes a,, as, . . ., a^ étant indépendantes, il faudrait que 

M| = Mj rz . . . = Mp = o, 



c'est-à-dire 



(6) 



/W , fJLJ 4- m, fJL} 4- . . . 4- /Wj, fxf 4- /Wp^ , 5 } 4- ... 4- ntnS'}'P = o. 



/M,/JLJ^4- m,/JL* 4- . . . 4- /W;,/jij;4- /Wp^j5^4- . . .4- m„5j-^= o. 



io4 
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L'ensemble des relations (5) et (6) considéré comme un système de 
n équations homogènes à n inconnues m,, m,, . . ., m„ aurait une solution 
différente de o, le déterminant (2) serait nul; or ce déterminant est égal 
à ùi^o. 

Par conséquent^ les périodes a,, a^, ..., dp déterminées par les rela- 
tions (3) sont indépendantes. 

Nous allons montrer maintenant que le champ absolu B défini par les 
périodes 0LijCC2y>..,dpest égaieraient au champ A des périodes a, , a^, . . . , ««• 

Soient P un point du champ A, Ç sa valeur congrue, Ç^ $j, ..., ?n ses 
coordonnées 

et Q un point correspondant du champ B 

Q ?-^'«i«i = Tn„ $4-«,a,r=Y)„ ..., l-hnp(Xp=np. 

On a, entre ces divers éléments, les relations suivantes : 



(,) 



? -(^îl^ 4-...-f-fxi|î-)r=/i,-(^|mi-i-fiJ/n,4-...-hfAim„), 
• ••> 

dp \ «1 a,,/ 

5} ^4-...4-.vi^ = 5|m,-h + ^i/w«, 



c»-fl 
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5»-f 31 4- ... -f- 5J-' — = *r'^'»i 



.-4-<-''m„ 



Si P' est un point voisin de P 
et si Ton détermine n\, n[^^ . . ., n'p par les équations 

Ti; — /!, m ^î («i; — /w,) 4-. . .-h fxi(m;— m„), 



(8) 



«;-/i^=.fxf(m'j — /ii,)4-...-f-fx;;(/i4— III»), 
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le point Q' 



Q' 



$'-h/i;a,=rYî',, l'-\-f\\cx.^=f\'^y 



?'H-^>p=r); 



^ipf 



est voisin de Q, comme le montrent immédiatement les équations (7), des- 
quelles on retranche respectivement, et membre à membre, les équations 
de même forme obtenues avec les coordonnées des points P', Q'. 
L'inverse a lieu également. En effet, les équations 



(9) 









ont, quels que soient les entiers (n', — /i«), ..., (^^— ^p)i des solutions 
entières par rapport aux inconnues (m'^ — m^), . . ., (m^ — mn). Cela résulte 
de ce que, le déterminant A formé avec les coefficients des inconnues, 
divise tous les déterminants d'ordre n formés avec les éléments du Tableau 



{n\ — ni) ^1 fxj 



{n'p-^/ip) 
o 









f^i 



/^S 



Il suffît, pour s'en convaincre, de développer un tel déterminant suivant 
la règle de Laplace par rapport aux (n — p) dernières lignes. On obtient 
ainsi une somme de termes qui contiennent tous en facteur un déterminant 
d'ordre (n — p) formé avec le Tableau des coefficients 5/, et ces détermi- 
nants sont tous divisibles par A. 

Ceci posé, soient donc 



il\ = i'-hn\<Xi, 



Vp^if-i-n' ocp 



E. 



14 
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les coordonnées d'un point Q' voisin de Q, nous déterminerons m\^ m\y ..., 
m^ par les équations (9). Considérant le point P' de coordonnées 



il vient alors 



^', = $'4-m>„ 









■«).— ^P_-,.p ^1 — ^t 






f*S 



?k— i« 









^n^p ^n ^n 



comme (^', — y)i)> ••.? (^^— ^/») sont voisins de o par hypothèse, il en 
résulte que (^\ — 5i)> •••? (^/i— 5«) sont également voisins de o, c'est- 
à-dire P' voisin de P. La proposition est complètement établie. 

Nous sommes donc en possession d'un système de p périodes indépen- 
dantes, dont le champ est équivalent au champ donné A. Il résulte du para- 
graphe précédent que tous les champs de périodes indépendantes équiva- 
lents au champ A s'obtiennent en considérant les diverses bases du corps 
réduit défini par a^, aa, ...,a^. Cela nous montre également que lorsque 
l'on a déterminé un système de coefficients \l{ satisfaisant aux conditions 
indiquées plus haut, on les obtient tous, en effectuant sur les formes linéaires 



7i =FÎ^i+- 



f^Â^/i» 



une substitution à coefficients entiers 



f5^/i 



-I = ^\yt + '•îri+- • .-H ri/p, 



=/» = 'Î7i + . 



^Up 



dont le déterminant est assujetti à la seule condition d'être égal à ± i. 
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Le corps réduit défini par ol^^ ol^^ .,,^ cCp sera aussi ^ par définition, le 
corps réduit défini par a^, a^^ ...,«;,• Toute période a de ce corps est 
donnée par une formule de la forme 



^1 



v„ 



h. . .H -i 



OÙ V,, Va, . ., v^ sont des entiers quelconques. En remplaçant —>•••> — 
par leurs expressions en fonction de — > — > • •> — ? on a finalement 



\ H ... H y 



m, , . . . , m^i étant entiers. Inversement, toute période a donnée par une telle 
formule, ou m,, /Wj, ..., m^ sont des entiers quelconques, appartient 

au même corps réduit, si toutefois le nombre - ainsi défini n'est pas nul. La 

proposition sera évidemment établie si Ton montre que —>—>•••> — 

s'expriment en fonction linéaire à coefficients entiers de — > ~, • • •> — • 
Résolvons, en effet, les équations 



«1 «1 


4-. 






4-. 


«I. 


=£i 

• a, 


-h. 


. .H > 


z=z -! — 
«1 


4-. 


«1. 
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On obtient, par exemple, 






f^i 



T K 



s"-/' 



le second membre est une fonction linéaire de —>•••> — dont les coefficients 

a, ap 

sont entiers et divisibles par A, par conséquent. 



I 



('•o r„ ..., /> entiers); 



de même, pour — > ...,—• 

Le corps réduit défini par des périodes dépendantes a<, a^, ..., a» est 
donc susceptible d'une définition directe, identique à celle adoptée dans le 
cas de périodes indépendantes; c'est Tensemble des périodes a données par 
la formule à coefficients entiers 



I nix 

a â5| 



m. 



(In 



Nous obtenons maintenant la condition générale /?oar que les champs 
définis par deux systèmes de périodes quelconques (a,, ^a, . . ., a„), 
(6,, &2, ..., bg) soient équivalents : il faut et il suffit que les corps 
réduits définis par ces deux systèmes de périodes soient identiques. 

Champs multiples d'un champ donné. — Soit un champ absolu A défini 
par des périodes quelconques a,, «3, . . . , a^. Nous dirons que le champ B 
défini par &^, fr^, ..., bfn, est un multiple du champ A s'il satisfait aux 
conditions suivantes : 



V et Çl désignant deux points correspondants quelconques dans les 
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champs A et B, il faut et il suffit qu^à tout point Q', voisin de Q dans le 
champ B, on puisse faire correspondre {au sens donné à ce mot p. 96) 
un point P' du champ A voisin de P. 

Le champ multiple B possède donc une des propriétés qui caractérisent 
réquivalence. Si réciproquement A était le multiple de B, les deux champs A 
etB seraient équivalents. L'ensemble des champs multiples d'un champ 
donné comprend évidemment l'ensemble des champs équivalents. Le mul- 
tiple d'un multiple est encore un multiple. 

Il est clair que si A' et B' désignent des champs respectivement équiva- 
lents aux champs A et B, le champ B' est un multiple de A'. Il suit de là 
que, pour rechercher les conditions de la multiplicité, on peut toujours 
substituer aux champs donnés des champs équivalents, et, en particulier, 
des champs de périodes indépendantes. 

Soient donc a,, a,, . . ., o^ les périodes indépendantes qui définissent le 
champ A', ^i, p^, . . ., p^ les périodes indépendantes qui définissent B' mul- 
tiple de A', Un raisonnement identique à celui de la page 97 montrerait 
immédiatement que l'on a 

(1) / ) /^ entiers; 

mais ici g-i •• •> g- ne s'expriment plus nécessairement en fonction de 

— > •••? — par des formules de même forme. On conclut de là que q^p 
R| dp 

puisque les périodes a<, a^, . . ., o^ sont indépendantes. 

Ainsi Vordre des champs multiples d^un champ donné est supérieur, 
au plus égaly à Vordre du champ considéré. 

Les conditions (i) sont d'ailleurs suffisantes, c'est-à-dire que, si les 
périodes indépendantes p,, Pa, ..., p^ sont liées aux périodes a par des 
relations de la forme (i), elles définissent un champ multiple du champ A, 
sans que les entiers r/ satisfassent à des conditions particulières, si ce n'est 
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que dans le Tableau de ces coefficients, il y ait au moins un déterminant 
d'ordre p différent de o; ce qui a lieu d'ailleurs nécessairement, puisque, par 
hypothèse, les périodes a^, a^, . .., cup sont indépendantes. Le procédé de 
démonstration est toujours le même et je crois inutile de le répéter ici. 

Soit maintenant ai, a^y n. .^ a^ nn système de n périodes quelconques 
indépendantes ou non, dont le champ est multiple du champ des périodes 
indépendantes a,, a^, . . ., a^; si Pi, p^, . . ., [3^ est un système de périodes 
indépendantes dont le champ est équivalent à celui de «i, a^, . . . , a„, on a 

entre les a et les S les relations (i). D'autre part 0-' «"' ' ' "^ 5~ s'expriment, 

Pi Pt P7 

comme nous l'avons vu, en fonction linéaire à coefficients entiers de — > 
— > de sorte que l'on peut écrire finalement 



I 



± = iil 4.fi?.--H...4-f^ 
a, ûj a, " * a^ 

(a) ] l ^i entiers. 

± = ii? + t^+...+t^' 

«/> a, a, Qn 

Inversement, tout système d'un nombre quelconque de périodes a^, 

«2, ..., a^ dont les inverses sont liés à — , •••! — par des formules de 

la forme (2), définit un champ multiple du champ ai, a^, . . ., a^, sans que 
les entiers (jl;^ soient assujettis à des conditions particulières ^ si ce n'est 
que les déterminants d'ordre p formés avec ces coefficients ne soient pas 
tous nuls. 

La démonstration se fait directement par le même procédé que nous avons 
tant de fois employé. Bien entendu, parmi les périodes ^i, a^, . . ., a^,, il y 
en a au moins p d^ indépendantes. 

On remarquera que toute période du corps réduit défini par a, ^ aj, . . . , a,, 
appartient au corps réduit défini par a,, «2, .. ., a^^ En d'autres termes, 
le corps réduit défini par a,, aj, - . ., a^ comprend le corps réduit défini 
paroL^^ tta, ...^OLp. 

Citons, à titré d'exemple particulier de champs multiples, le champ défini 
par les périodes m^a^^ m^a^^ ..., m^a^^ qui est toujours un multiple du 
champ déterminé par a,, «2, ..., û;,. 
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Champ résuliani. Multiple commun à plusieurs champs. — Soient 
A^, Aa, . . ., A;, des champs donnés, définis respectivement par les sys- 
tèmes de périodes (a,, a^, . . ., a^), (60 b^j . .., fem)^ • • •? ('n Kt • • •> ^*)- 
Désignons par R le champ absolu défini par le système total des périodes 

V ^ n • • • ? ^/i 5 ^ I j • • • ? ^m? • • • 5 ^ n • • • î ^Ar / • 

Nous appellerons ce champ, le champ résultant des champs A,, 
Ag, . . ., A^. On établit sans peine que, si Ton remplace A,, Ag, . . ., A^. par 
des champs A,, A^, ..., A^ qui leur sont respectivement équivalents, le 
champ résultant R' ainsi obtenu est équivalent à R. 

L'ordre p du champ R est au moins égal au plus grand des nombres qui 
représentent les ordres des champs A,, Aa, . . ., A^, et au plus égal à leur 
somme. 

Soient a,, a^, . . ., o^, p périodes indépendantes dont le champ est équi- 
valent à R, Gomme nous l'avons vu, —> — > •••> — s'expriment par des 

fonctions linéaires à coefficients entiers de — > ••> — > t-> •••> 7—, •••> 
ji '"9 j-y et, inversement, ces derniers nombres s'expriment par des fonc- 
tions linéaires à coefficients entiers de — > ~> • • •? — • 

Nous dirons, maintenant, que le champ B est un multiple commun aux 
champs A,, A2, ..., A^ s* il est le multiple de chacun d^eux, considéré iso- 
lément. Il résulte de la définition même, que le champ résultant est un mul- 
tiple commun, et, par suite aussi, tous les multiples du champ résultant. 
II est bien facile de voir que l'on obtient de cette façon tous les multiples 
communs aux champs A,, A^, ..., A^. En effet, soient R' un multiple 
commun, P un point de ce champ, P<, P^, . . ., P^ des correspondants de P 
dans les champs A<, A^, ..., A^; désignons par (Ç,, Çjj •••? 5»)? 
(^M ^2> •••> ^m)? •••5 (^u ^2? •••? ^k) les coordonnées des points 
P P P 

Le point Q de coordonnées ($,, ..., Ç„, yj,, ..., y],„, ..., X|, ..., X;^) 
est un point du champ résultant R. Soit maintenant P' un point voisin de P. 

On pourra, d'après la définition même, trouver dans les champs A,, 
Aa, ..., A^ des points P',, P^, ..., P^ respectivement voisins de P,, 
Pa, . . ., P;.. Si nous désignons par (^^ . . ., $^), . . ., (X^, . . ., X^) les coor- 
données de ces divers points, le point Q' du champ R dont les coordonnées 
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sont (Çp . . . , l'„y ri\y . . ., T)^, • • -, ^',> "M ^i) est voisin du point Q, c'est- 
à-dire en définitive que R' est bien un multiple de R. 

REMARQUE GÉNÉRALE. 

Toutes les propriétés que nous venons d'établir, en supposant l'ensemble E 
des valeurs congrues Ç (p. 84) composé de toutes les valeurs réelles de la 
variable Ç, subsistent lorsqu'on suppose que Ç varie dans un domaine infini 
quelconque, par exemple de o à -+- 00. Il n'en est plus de même lorsque 
Tensemble E est constitué par les valeurs d'un domaine fini; le champ 
absolu perd alors toutes ses propriétés relatives à la densité ; tout domaine 
fini ne contient plus qu'un nombre limité de caractéristiques. 
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TROISIÈME PARTIE. 

FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES CONTINUES. 



FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES ATTACHÉES A UN MÊME CHAMP DE PÉRIODES, 

La notion de champ de périodes nous permettra maintenant de définir 
Une classe particulière de fonctions qui, parleurs propriétés, se rapprochent 
des fonctions périodiques et comprennent, comme cas particuliers, les fonc- 
tions de fonctions simplement périodiques. L'introduction des corps de 
périodes, et l'étude que nous avons faite dans la première Partie sur les 
fonctions périodiques de plusieurs variables, nous serviront à établir cer- 
taines de leurs propriétés. J'ai qualifié ces fonctions de quasi-périodiques 
pour une raison qu'on verra bientôt. 

Définitions. — Soient atj a^^ ""f ^n des périodes indépendantes, et A 
le champ absolu (p. 83), qu'elles définissent. 

Soit d'autre part /(x) une fonction de la variable réelle x, définie pour 
toutes les valeurs réelles de cette variable comprises entre — oo et -f- oc, 
mais, à part cette condition, absolument arbitraire (*). 

A tout point ^«, ?2, ...,i» du champ absolu correspond une valeur 
congrue $ et une seule (^) et l'on a, avec un choix convenable d'en- 
tiers m,, . . ., m^i, 

A l'élément $,, $j, . . ., Ç^,, nous ferons correspondre la valeur /($), défi- 

(*) Tout ce qui va suivre s'appliquerait encore si, au lieu d'être définie de — oo à H-ûo, la 
fonction y( a;) était seulement définie dans un intervalle infini quelconque, de o à +00 par 
exemple, le champ absolu resterait dense; il n'en serait plus dé même si/(x) n'était définie 
(^ue dans un intervalle fini; le champ absolu correspondant à cet intervalle ne serait plus 
dense, et les définitions qui soryent R'aoraienl avenu sens. 

(*) Nous supposons n > I. 

E. i5 
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nissant ainsi, sur le champ absolu y une certaine fonction F(Ç,, Çj, . . . , $„) 
que nous appellerons \dk fonction associée de /(a?) sur le champ considéré. 
On a manifestement, quel que soit a;, 

/(j?)=:F(j?,j:, ...,^), 

car la valeur x est toujours congrue à Télcment de coordonnées a?, 
Xy ...^x. Plus généralement, si a?o désigne la valeur congrue à l'élément 5,, 
iaj •••? Ç«? on à 

puisque x-hx^ est congru à l'élément Ç, -4-a;, Çj-f- a:, . . ., Ç»-*-^- Ceci 
montre que, sur un segment de caractéristique, la fonction associée prend 
les valeurs que la fonction /(x) prend elle-même dans un certain inter- 
valle (a, P) correspondant au segment considéré. 

La fonction F(^,, Çj, ..., 5,,) est manifestement périodique en Ç,, $2, ..., Ç„, 
les périodes étant respectivement a^ «a, . . ., a^,. A part cette condition de 
périodicité, la fonction F est arbitraire, c'est-à-dire que, si elle est arbitrai- 
rement donnée, on peut trouver une fonction /(^), et une seule, dont 
elle est l'associée. Il suffit de prendre 

$M $2» • • •> ?« étant un élément quelconque du champ absolu et $ sa valeur 
congrue, on a en effet, en désignant par m,, /w^, . . ., m„ les entiers corres- 
pondants^ 

F(^„ ?„...,£„) = F(|, — m, a», ^,— //i,fl„ . . . , Çn — ni^an) = F(|, ^, . . ., =/(;)• 

Enfin, il est clair que si deux fonctions ont même fonction associée, elles 
sont identiques. La fonction associée d'une somme, d'une différence, est 
égale à la somme, à la différence, des fonctions associées. 

A toute fonction donnée /(x) correspond ainsi- une fonction associée 
bien déterminée F(^,, ^2? •••> ^n)? définie en tous les points du champ 
absolu A; mais, relativement à la nature et à la distribution de ses disconti- 
nuités, cette fonction est quelconque. 

Dès que l'on imposera aux discontinuités des fonctions associées la 



LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. Îl5 

condition (Têtre distribuées d'une façon particulière^ on distinguera 
par là même, dans V ensemble des fonctions réelles f{oc)^ un ensemble 
de fonctions présentant des caractères fonctionnels particuliers ; c'est 
précisément en choisissant parmi toutes les hypothèses possibles que 
l'on définira les fonctions quasi-périodiques. 

Les hypothèses les plus simples sont évidemment les suivantes : 

I® Les fonctions associées sont uniformément continues (* ) sur le champ 
absolu; nous appellerons les fonctions correspondantes , des fonctions 

QUASI-PÉRIODIQUES UNIFORMÉMENT CONTINUES. 

2** Les fonctions associées sont simplement continues (^) sur le champ 
absolu; les fonctions correspondantes sont alors des fonctions quasi- 
périodiques CONTINUES O ou SIMPLEMENT CONTINUES. 

Les fonctions quasi-périodiques continues, ou uniformément continues, 
sont continues pour toute valeur x de la variable, puisque leurs associées 
sont continues sur toute caractéristique, mais les fonctions quasi-pério- 
diques uniformément continues possèdent de plus la propriété suivante : 

Étant donné e, on peut déterminer p de façon que, x et x' étant deux 
valeurs quelconques de la variable assujetties à la seule condition 

\.x — x'\<p, 
on ait 

|/(^)-/(.r')|<£. 

Les unes et les autres de ces fonctions possèdent la propriété fondamen- 
tale suivante : 



(*) J'entends par là uniformément continues dans le domaine paraliélépipédique 

ol $!<«!, .. .., o'i?«<a«; 

le champ absolu étant périodique, la continuité uniforme est alors réalisée dans tout domaine 
infini, c'est-à-dire /?owr toutes les valeurs de Çi, . . ., Ç„, aussi grandes qu'elles puissent être. 

(*) Cette distinction a un sens, comme je l'ai fait remarquer paj;c lo. 

(') L'ensemble des fonctions quasi-périodiques continues comprend évidemment celui 
des fonctions quasi-périodiques uniformément continues. 
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Elant donné un intervalle quelconque (a, p) on peut trouver une infi- 
nité d'intervalles égaux au pf^mier (a -f- A, p -+- A), aussi éloignés que 
Von veut du premier^ tels qu'étant donné e, on ait pour toutes les va- 
leurs X de V intervalle (a, P) 

|/(^-+.A)-/(a:)|<e; 

en d'autres termes, la fonction f{x) repasse approximativement, dans 
Vinten^alle (a H- A, P -h A), par la série des valeurs qu'elle prend dans 
Vinteivalle (ol^ P). Q'est pour rappeler cette propriété que j'ai adopté la 
dénomination de fonctions quasi-périodiques. 

Cette propriété est à peu près évidente. En effet, à l'intervalle (a, P) 
correspondent, dans le champ absolu, des pointions finies de caractéris- 
tiques. 

Considérons l'une de ces portions, et désignons par $% Çj, ..., $,^ un point 
du champ absolu qui a a pour valeur congrue. On a 

/( ^ + « ) z= F ( ^^; H- ^, ^S + X, . . . , ;î + x). 

Mais nous savons (p. 87) qu'il existe des caractéristiques aussi voisines 
que l'on veut de la précédente. D'autre part la fonction F étant continue 
sur le champ absolu, si $,, $2, ..., i„ désigne un élément situé sur le 
segment de caractéristique considéré, à tout nombre e on peut faire corres- 
pondre p, de façon que sous les conditions 

on ait 

|F(ri,...,^«)-F(c:„...,^\)|<£; 

comme le segment est fini, on peut trouver p de façon que celte inégalité ait 
lieu pour tous les points du segment. Soit alors S',®? ^2^ •••? 5» ^^ point 
pour lequel 

si a -h A est la valeur congrue à l'élément $'"» • • •? ^,n ^^ ^ 

/(.r -f- a 4- ^) = F(r,o -h .r, . . ., i,? 4- ^) 
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et, par suite, puisque 

I / ( ^ 4- a + A ) — / ( a? -h a ) I < e ; 

inégalité qui a lieu lorsque x varie deoà(P — a). On peut trouver une 
infinité de valeurs h permettant d'écrire cette inégalité, puisqu'il existe 
au voisinage du point (Ç®, . . ., ÇJJ) autant de points que l'on veut du champ 
absolu; h est d'autant plus grand que l'on considère des points plus rap- 
prochés du précédent. La proposition est ainsi établie : 

Les fonctions quasi-périodiques définies à l'aide d'un même champ 
absolu constituenty par définition^ V ensemble des fonctions qua^i-pério- 
diques attachées à ce champ. 

Les fonctions quasi-périodiques uniformément continues sont de beau- 
coup les plus importantes, celles que l'on rencontre surtout dans les appli- 
cations. 

Quant aux fonctions quasi-périodiques simplement continues elles sont 
loin d'être sans intérêt; on les rencontre notamment dans des problèmes 
d'intégration où interviennent des fonctions quasi-périodiques uniformé- 
ment continues. 

Les fonctions associées de fonctions quasi-périodiques uniformément 
continues jouissent de propriétés particulières. Nous avons vu, en effet 
(p. 1 1), que, si la fonction F(^,, $2, ...,^„)est uniformément continue sur un 
champ dense, il existe une fonction continue, par suite, uniformément con- 
tinue F(ic,, .x'a, ..., J7„), définie pour toutes les valeurs des variables, et pre- 
nant en tout point du champ la valeur F(^|, ^25 •••» 5»)- Ici les périodes a,, 
«2, . . ., ^/i étant supposées indépendantes, le champ absolu est dense dans 
tout domaine à n dimensions. Il existe donc une fonction continue 
¥ {x ^^ X2^ •'* j Xj^) et une seule , qui, à cause de la périodicité en x^^x^^ •••j^'/n 
est uniformément continue dans tout domaine infini, et qui, en tout point 
du champ absolu, prend la valeur F($,, ^3, . . ., E„) =/(^), ou si l'on veut, 
sous une autre forme : il' existe une fonction F(ar|, x,^^ . . ., a;,,) et une seule j 
périodique en x,, a^^, . .., x^^ de périodes a<, «j, . . ., an {indépendantes)^ 
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vérifiant, quel que soit x^ Ticlentité 

La fonction F(a7,, Xj ,, . ., a?„) sera, par définition, V associée de f{x) sur 
le champ totaly ou simplement, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté possible, 
l'associée de f(x). .... 

Il résulte de là, que les fonctions quasi-périodiques uniformément conti^ 
nues sont bornées dans tout domaine infini, c'est-à-dire qu'en valeur absolue, 
elles restent inférieures à un nombre fixe. Il n'en est plus nécessairement de 
même des fonctions quasi-périodiques simplement continues ; bien que finies 
pour toute valeur Xj il peut se faire qu'elles dépassent, en valeur absolue, 
tout nombre donné. 

Les fonctions quasi-périodiques uniformément continues peuvent être 
définies de plusieurs façons différentes. Dans une Note insérée aux Comptes 
rendus (22 novembre 1902), j'avais donné cette* définition : 

La fonction /(x) est dite quasi-périodique si à tout système de valeurs 
arbitrairement choisies .r,, x.,^ ..., x^, on peut faire correspondre un 
nombre F(j7,, x^-, ..., x^) jouissant des propriétés suii^antes : étant donné 
t positif quelconque on peut déterminer p'^ode façon que, pour tous les 
nombres x, qui avec un choix convenable d'entiers m, , //î^, . . . , m„ satisfont 
aux inégalités 

(1) |^4-m,flri — .ri|<p, ..., | .r -h m„«„— a?;, | < p, 

on ait 

(2 ) \f{x) - F(a-„ 07,, ... , X„) I < £. 

Cette propriété caractérise les fonctions quasi-périodiques uniformé- 
ment continues j mais celles-là seulement. 

Soit, en effet, ¥{x^^x^^ ..., Xn) la fonction associée d'une fonction quasi* 
périodique uniformément continue. Etant donné e, on peut trouver p>o 
de façon que, sous les seules conditions 

oa ait 

\^\^^\y r;,) — F(a:,, ...,.r„)|<Ê. 
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Ceci posé, soit rr,, o^a, .•., XnUn système de valeurs quelconques mais 
fixes, et considérons tous les nombres x satisfaisant aux inégalités (i). En 
posant 

on obtient 
çt, par suite, 
mais comme 
il en résulte 



|F(?„...,?„)-F('^i» ...,-^«)I<ê; 

|/(:r) — F(x„:r„ ...,^„)|<£. 



Les fonctions quasi-périodiques uniformément continues satisfont bien 
à la seconde définition. 

Inversement, soit /(a;) une fonction satisfaisant à cette définition. A tout 
système de valeurs a7|, Xj, . . ., .r„ correspond un nombre F(a7,, a^j, . . ., a^;,), 
défini comme rindiquent les inégalités (i) et (2); mais delà définition même 
ne résulte a priori aucune propriété relative à la fonction F(ar|, ...^x^)^ 
si ce n'est qu'elle est périodique par rapport à chaque variable. De plus, 
si $1, $2, ..., H„ est un élément quelconque du champ absolu, $ sa valeur 
congrue, on a 

En effet, aussi petits que soient e et le nombre p correspondant qui 
figurent dans la seconde définition, le nombre $ appartiendra toujours 
à l'ensemble des nombres x satisfaisant aux inégalités 

puisque l'on a exactement, avec un choix convenable d'entiers (jl, , [x.^, .. ., (i.;,, 

La quantité fixe |/($) — F($,, ...,$„)| étant inférieure à tout nombre 
donné e est nulle, La fonction F(Ç,, . . ., ^„) est donc l'associée de/(x) sur 
le champ absolu. Pour établir que /(a;) est une fonction quasi-périodique 
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uniformément continue, il suffit de montrer maintenant, que F($|, . . ., Ç») 
est uniformément continue sur le champ absolu, condition qui sera a fortiori 
réalisée si Y{x^^x^^ ..., Xj^ est elle-même continue, ce que nous allons 
établir. 

Soit 07,, x\,, . . ., Xrt un système de valeurs quelconques, mais fixes; je dis 
d'abord qu'étant donné £>o on peut trouver p>o, de façon que si 5,, 
^a, •.., ^/i représente un point quelconque du champ absolu assujetti aux 
seules conditions 

(3) \\\ — ^\\<9y •■•» |Ç«— ^«|<p, 

on a 

|F(E„...,^„)-F(x„...,^„)|<£. 

En effet, au nombre e on peut faire correspondre p, de façon que pour 
tous les nombres x qui, avec un choix convenable d'entiers m,, //?j, . . ., wi„, 
satisfont aux inégalités 

(4) lo' + mia, — x,|<p, ..., |a:'-|-m;,flr„— .r„|<p 

on ait 

|/(x)-F(.rj, ...,j'„)|<€. 

Or, p étant ainsi déterminé, si E,, . . ., $;, est un élément du champ absolu 
satisfaisant aux conditions ('i), la valeur congrue \ à cet élément fait partie 
de l'ensemble des nombres x définis par les inégalités (4), donc 

or, comme 

il en résulte, sous les seules conditions (3), 

(5) |F(|„...,$„)~F(^», ...,^„)|<Ê. 

Ceci posé, soit p le plus grand des nombres permettant, étant donné ty 
de satisfaire à l'inégalité (5) sous les conditions (3); p est une fonction 
de iT,, x^^ ..., Xj^. Lorsqu'on fait varier a;,, a;,, ..., x„, p a un minimum 
absolu diflerent de o. En effet, la fonction F(X|, . . ., x„) étant périodique, 
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on peut se borner au domaine parallélépipédique 

Si p avait un minimum nul, il suffirait, en suivant une méthode classique, 
de considérer un ensemble de points pour lesquels p serait de plus en plus 
petit, et tendrait vers o. Alors, P étant un point limite, il ne pourrait exister 
pour ce point de nombre p > o permettant d'écrire les inégalités correspon- 
dantes (3) et (5), ce qui est impossible. Il en résulte donc, qu'étant donné s, 
on peut choisir p de telle façon que (^i,a?2, ...,3?^) étant un point quel- 
conque (du champ absolu ou du champ total) et ($,, Ç25 •• •> 5») un point 
quelconque du champ absolu, ces deux points étant assujettis aux seules 

conditions 

|Çi — •2?i|<p, ..., |£«— ^«|<p, 
on ait 

|F(li,...,$n)~F(ar.,...,a;„)|<£. 

La démonstration s'achève maintenant sans difficulté. Soient 

deux points quelconques assujettis seulement à vérifier les inégalités 

On peut alors trouver un élément du champ absolu (puisque celui-ci est 
dense dans tout domaine) $,, ^35 • • m 5» pour lequel on a simultanément 

Ui— ^il<p, ..., U»— ^/»|<p, 
|Çi-^'il<p» "> U«-^«l<p; 

par suite, 

|F(jr„...,^,)-FU„...,Ç„)l<e, |FK,...,^;)-F(Ç„... ,$„)!<£, 

d'où 

\¥{x[, ...,07;,) — F(a?„ ...,a7„)|<2e, 

ce qui élabht la continuité uniforme de la fonction F dans le domaine 

o<x^<a^y ..., olxn<an 
E. 16 
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et, par conséquent, dans tout domaine infini. La fonclion 

f{x) — ¥{œ,x, ,.,,x) 

est donc une fonction quasi-périodique uniformément continue. 

D^ailleurs, à part la périodicité et la continuité, la fonction ¥(x^ , a?„ . . • , a?,,) 
est quelconque; en d'autres termes, toute fonction F(a?,,a7,, ...joy^) con- 
tinue et périodique définit une fonction quasi-périodique uniformément 

continue 

f{œ) — Y{x,x, .. ,.r) 

attachée au champ des périodes a,, a,, ..., a^. En tout point du champ 
absolu, on a bien, en effet, 

F(5o 5a> ••• j ?/i) étant uniformément continue sur le champ absolu. On verrait 
sans peine que si deux fonctions continues périodiques F(a:,, rr^, . . ., ar„), 
$(a7<, Xj, . . ., ^Ji)> à périodes indépendantes ^ deviennent identiques lors- 
qu'on fait x, = Xj = . . . = ir„ = X, ces deux fonctions sont identiques par 
rapport à V ensemble des variables. 

La deuxième définition, qu'on vient de comparer à la première, montre 
que lorsque /i = i on retombe sur la définition des fonctions continues 
simplement périodiques. 

Examinons maintenant les fonctions caractérisées par M. Bohl dans un 
Mémoire cité (*) et voyons de quelle façon elles se rattachent aux fonctions 
quasi-périodiques . 

M. Bohl considère une fonction f{x) qui, dans un domaine donné T 
(domaine qui du reste peut être infini)^ est développable en une série unifor- 
mément convergente 

(6) /(^) = «1 +«,-!-... H- ttv 4-..., 

dans laquelle le terme général u^ est un polynôme entier en 

X X X ' X X 

cos27r — i C0S27r — > •••> cosaTT — > sinaTT — > •••j sinaTi — » 
a, rtj a„ a, a„ 

( 1 ) Voir rintroduction. 
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les périodes a^^a^^ ...jOn étant différentes de o, mais quelconques, c'est- 
à-dire indépendantes ou non. 

On peut remarquer d'ailleurs qu'en transformant les produits de sinus 
et cosinus, en sommes de sinus et cosinus, chaque terme u^ peut aussi se 
mettre sous la forme d'une somme finie de termes de la forme 



a, a, 



— ^ ), sin 27:07 ( —in î -h...H 2 ), 



m,, . . ., nin étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. 

M. Bohl a formulé, et c'est là le principal objet de son Mémoire, une 
condition nécessaire et suffisante de l'existence d'un tel développement : 

// faut et il suffit, qu'étant donné e positif, on puisse déterminer un 
nombre positif S de façon que, x et x -h h appartenant au domaine T, 

on ait 

[/(ar-hA)-/(^)|<e 

chaque fois que les nombres 



h 


h 


h 


â: 




• » 



diffèrent de nombres entiers de moins de 8 en valeur absolue. 

Je laisse de côté la nécessité de la condition qui est presque immédiate. 
Pour en établir la suffisance, M. Bohl montre d'abord que, si elle est satis- 
faite, il existe une fonction continue F(a;,, . . ., a7„), définie pour toutes les 
valeurs des variables, périodique et de périodes a^^a^^ ...^ a^ par rapport 
à ces variables et vérifiant, pour toute valeur x du domaine T, l'identité 

/(a?) = F(ar,^, ...,07). 

C'est d'ailleurs là une propriété, que nous retrouverons par un procédé 
absolument différent de celui de M. Bohl. 

L'auteur établit, d'autre part, qu'une fonction périodique continue 
F(ar<, . . ., a;„) est développable en une série uniformément convergente 

Ut+U,4-...4-Uv+..., 
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dont le terme général est un polynôme entier en 

cosiTu — > •••) cosaTT— > sinair — > •••> sin27r— ; 

en faisant a;, = x^ = . . . = 27;,= a? on obtient immédiatement le développe- 
ment en question 

Laissons de côté, pour Tinstant, le cas où les périodes a,, . . ., a^ sont dé- 
pendantes; nous verrons bientôt qu'à notre point de vue, ce cas ne diffère 
pas essentiellement de celui où elles sont indépendantes. 

Si le domaine T est infini^ retenant la seule identité 

nous voyons que les fonctions représentées par le développement considéré, 
supposé uniformément convergent dansT, sont précisément celles que nous 
avons désignées sous le nom àe fonctions quasi-périodiques uniformément 
continues y et Ton en conclut qu'inversement, toute fonction de cette espèce 
est représentable par un tel développement. 

Lorsque le domaine T est finiy le développement de M. Bohl représente 
une fonction à laquelle ne peut s'appliquer, au sens où nous l'entendons, 
l'expression de quasi-périodique, celle-ci supposant le champ absolu dense, 
et, par suite, le domaine T infini. On peut dire toutefois que si une 
fonction f(x) satisfait dans un domaine T à la condition de M. Bohl, il 
existe une fonction quasi-périodique uniformément continue qui, dans le 
domaine T, coïncide avec f{x). 

Nous avons donc trois définitions distinctes, mais équivalentes, des 
fonctions quasi-périodiques uniformément continues. Bien que la pre- 
mière (p. 1 15) soit peut-être la moins naturelle, je lui donnerai cependant la 
préférence, parce qu'elle met en évidence toute l'extension dont est sus- 
ceptible la notion de quasi-périodicité, et qu'elle permet d'en entrevoir 
l'application aux fonctions discontinues. De plus, elle range tout naturel- 
lement, à côté des fonctions quasi-périodiques uniformément continues, les 
fonctions quasi-périodiques simplement continues dont l'importance n'est 
pas douteuse. 

Quant à ces dernières, la voie suivie par M. Bohl permettrait également 
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de les obtenir, en leur étendant la condition qu'il a trouvée pour l'existence 
des développements en série de la forme indiquée plus haut. 

Soit f{x) une fonction définie pour toute valeur x {^). 

La condition nécessaire et suffisante pour que /(x) soit quasi-pério- 
dique continue est que, pour chaque valeur x^ on puisse^ étant donné e 
positif y trouver un nombre positif S de façon que Von ait 

\f{x + h)^f{x)\<t. 

chaque fois que les quantités 

h h II 

— > — > • • •> — 

diffèrent de nombres entiers de moins de S en valeur absolue. Ici x est 
fixe et h prend toutes les valeurs réelles ou, plus exactement, x -^h peut 
prendre toutes valeurs du domaine infini dans lequel la fonction est définie. 

La condition qu'on vient d'écrire exprime en effet tout simplement, 
comme il est bien aisé de s'en assurer, la continuité de la fonction associée, 
en tout point du champ absolu, dont x est la valeur congrue. Le nombre 8 
correspondant à e peut varier avec x^ mais, e restant fixe, S n'a son minimum 
différent de o que si /(a?) est uniformément continue. 

Il résulte immédiatement de là que, dans un domaine T quelconque, mais 
fîniy une fonction quasi-périodique simplement continue est développable 
en une série uniformément convergente de la forme (6), et qu'on peut 
trouver une fonction quasi-périodique uniformément continue coïncidant 
dans T avec la fonction considérée. 

Cette propriété permet d'établir qu'une fonction quasi-périodique simple- 
ment continue peut toujours être considérée comme la limite (') d'une 
suite de fonctions quasi-périodiques uniformément continues; comme Ton 
pourrait se demander si ce n'est pas là une propriété caractéristique, j'ai 
tenu à élucider immédiatement cette question. 

Soient /(a;) une fonction quasi-périodique continue; (— ^i, 4-^i), 



{*) Ou plus généralement pour loutes les valeurs x d'un domaine infini, 
(*) On dit que la suite /i(a?),/j(a7), ...,/v(^)i . •• a pour limite f(x)^ si pour chaque 
valeur a:o la suite /i(aro),/î(aro), ...,/v(^o)» ... converge vers /(a^o). 



ia6 E. ESCLÀNGON. 

(— Ar,, 4- Âr,), ...,(— kp^ -h A*^), . . ., une suite d'intervalles croissants, et 
grandissant indéfiniment; f t(^) une fonction quasi-périodique uniforme* 
ment continue qui, dans l'intervalle ( — A-,, -h ^, ), coïncide avec /(^), • • . ; 
ç^(a?), une fonction quasi-périodique uniformément continue qui, dans 
l'intervalle (— /r^, H- Ar^), coïncide avec f{x)^ etc., .... Posons 

yi(^)-f-?i(j?)+...4-yv(a?) 

La fonction /v(a;) a pour limite /(x) pour v infini. Soit, en effet, x une 
valeur donnée de la variable, (— A*^, H- A"^) le plus grand des intervalles qui 
ne contiennent pas x. On peut écrire, si v > /?, 

ou encore, puisque 

Lorsque v augmente indéfiniment, le premier terme qui figure au second 
membre a pour limite o, le second tend vers /(a;); par suite, 

lim/v(ar)=r/(x). 

Il suit de là que toute fonction quasi-périodique continue est développable en 
une série convergente pour toute valeur x, dont les termes sont des fonctions 
quasi-périodiques uniformément continues attachées à un même champ de 
périodes. On peut même supposer, la démonstration est immédiate, que les 

termes sont des polynômes en cos2ir— > •••> sin2i:-— • 

Cette propriété ne caractérise nullement les fonctions quasi-périodiques 
continues, et nous allons montrer qu une fonction continue quelconque^ 
définie pour toute valeur x, est développable en une série de ce genre. 

En efiet, soient d'abord a,, aa, ..., a^, ... des nombres positifs quel- 
conques croissants, et grandissant indéfiniment, f{x) une fonction continue 
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définie de o à -f- oo (*). Je dis qu'on peut écrire 

la série du second membre étant convergente quel que soit x^ les fonctions 
/,(a;),/ji(a?), ...,/v(^), ... étant des fonctions continues périodiques de 
périodes respectives a^, OL^y ..., «v, .... En effet, soit/,(a?) une fonction, 
continue, périodique de période a,, qui coïncide Si\ec/(x) dans l'intçrvalle 

f o, — j. Cela est possible puisque /(a?) est continue. Posons 

la fonction ^«(a;) étant ainsi une fonction continue bien déterminée, et nulle 
dans Tin tervalle (o, —V Soit de même/2(x) une fonction continue, pério- 
dique de période a^, qui coïncide avec ?i(x) dans l'intervalle (o, — j; 

posons 

9i('a^)=/i(^)-+-?î(^), 

ÇaC^) étant une fonction nulle dans l'intervalle (o, — j> et ainsi de suite; 
d'une façon générale on posera 

?v-i(^)=/v(^)H-?v(^), 

^s(x) étant une fonction nulle dans l'intervalle ( o, — ]• La série 

est convergente quel que soit ic et a pour somme /(a?). En effet, x désignant 
une valeur positive et donnée de la variable, il existe/? tel que ^^ = ^p < — • 
On aura alors, pour v >/>, 

ce qui établit la proposition. 

(1) La démonstration serait la même s\f{x) était définie de — « à -h œ. 
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Ceci posé, soient a,, a^, • . ., a^» des périodes indépendantes. Parmi tous 
les nombres a donnés par la formule 

I m* m» m» 

- =— ^ H ^-h...H -> 

a a, a, a„ 

OÙ m^f ma, ...^nin prennent toutes les valeurs entières, il en existe de plus 
grands (*) que toute quantité donnée A. Si Ton choisit, parmi l'ensemble 
des nombres a, une suite de nombres positifs a,, a^, . . ., av, . . ., croissants, 
grandissant indéfiniment, on peut alors écrire 

/(^)=2-^v(^), 

v = l 

/v(a;) étant une fonction périodique continue de période ay. Or, la fonction 
/v(x) est une fonction quasi-périodique attachée au champ des périodes 
ai, a2, . .., a^y car, si Ton a 

1 nii m* nin 

— = — ^H =-t-...H -y 

«v aj a, a« 

la fonction 

périodique en a;, , x^, . . ., x^ et de périodes respectives a, ,03,..., a«, vérifie 
l'identité 

Fonctions quasi-périodiques définies sur un champ de périodes dépen- 
dantes. — Nous avons supposé jusqu'ici que les périodes Oi, aj, ...,«« 
étaient indépendantes; supposons-les dépendantes et définissant un corps 
d'ordre/? (p^n). Appelons A le champ absolu correspondant. 

SQÎt/(a7) une fonction quelconque définie pour toute valeur de la variable 
réelle x. A tout point $i, Ç2? • • •? 5» du champ absolu dont Ç est la valeur 
congrue, nous faisons correspondre la valeur /($) qui définit ainsi sur le 

(>) En supposant essentiellement que /i > i. 
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champ absolu une fonction bien déterminée F($<, Ça. »-m i«)? périodique de 
périodes a<, «2? • • •> ^5;,, et vérifiant l'identité 

/(^)zz=F(a',.r, ...,.'r). 

Les définitions de la quasi-périodicité restent les mêmes : 

I** La fonction /(x) est quasi-périodique uniformément continue si 
la fonction associée F($,, Ç^, . . ., $„) est uniformément continue sur le 
champ absolu. 

2** La fonction f(oo) est quasi-périodique continue^ si la fonction 
associée F(Ç,, Ç^» • • m in) ^^^ simplement continue sur le champ absolu. 

Soit alors 6|, ô,, ..., è^ un système quelconque de périodes dont le 
champ B est équis^alent (p. 96) au champ des périodes a,, «2? • • •? ^nt et 
$(t),, y)2, ..., y]y) la fonction associée de f{x) sur le champ B. Je dis 
qu'au point de vue de la continuité, les fonctions F et $ ont les mêmes pro- 
priétés sur leurs champs respectifs. Supposons la fonction F continue sur A, 
et soient Q un point quelconque du champ B, Ç la valeur congrue corres- 
pondante, P un point correspondant de Q dans le champ A. On a 

Étant donné e, on peut déterminer un domaine D entourant le point P 
de façon que pour tout point du champ A, compris dans D, on ait 

Or, les champs A et B étant équivalents, on peut trouver un do- 
maine D' entourant le point Q, de façon qu'à tout point Q' du champ B 
contenu dans D' on puisse faire correspondre un point P' du champ A con- 
tenu dans D. On aura alors, puisque F(Ç',, . . . , Ç)^) = $(tq',, . . . , tq'^), 

|*(Y3;,...,Yî;)-Fa„. ..,$„)!<£ 

ou enfin, à cause de (1), 

|*(tî;,...,io;)-*(t),,...,ïi^)|<e; 
E* 17 
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la fonction $ est continue sur B. Il est clair que, si F est uniformément 
continue sur A, $ est uniformément continue sur le champ B. 

Ainsi toute /onction quasi-périodique attachée à un champ donné est 
/onction quasi-périodique de même nature sur tous les champs équiva- 
lents. 

Gomme il existe des champs de périodes indépendantes équivalents à un 
champ donné quelconque, on voit en définitive qu'il n'y a pas de distinc- 
tion essentielle à faire entre les fonctions quasi-périodiques continues défi- 
nies sur un champ de périodes dépendantes, et celles qui sont définies sur 
des champs de périodes indépendantes. 

L'ensemble des fonctions quasi-périodiques continues attachées à un 
champ déterminé coïncide avec celui des fonctions quasi-périodiques conti- 
nues attachées à un champ équivalent quelconque défini par des périodes 
indépendantes ou non. On aperçoit maintenant la raison de la définition 
que nous avons donnée (p. 96) des champs équivalents. 

Le même procédé de démonstration montre que toute /onction quasi- 
périodique définie sur un champ donné reste quasi-périodique de même 
nature sur tout champ multiple (p. 108) rfw champ donné; mais l'inverse 
n'a plus lieu nécessairement. 

CHAMPS ABSOLUS ATTACHÉS A UNE MÊME FONCTION QUASI-PÉRIODIQUE. 

Nous allons nous placer maintenant à un point de vue difl*érent et, pour 
ainsi dire, inverse du précédent. Au lieu d'envisager l'ensemble des fonc- 
tions quasi-périodiques continues attachées à un champ donné, et par suite 
à tous les champs équivalents, nous rechercherons au contraire l'ensemble 
des champs absolus sur lesquels une même /onction garde sa propriété 
d'être quasi-périodique continue. Cet ensemble comprend, évidemment, 
tous les champs équivalents et tous les multiples du champ sur lequel la 
fonction est primitivement définie comme quasi-périodique continue; mais 
il peut en comprendre d'autres. 

Tel est le problème que je me propose de traiter, et c'est ici que j'aurai à 
me servir des théorèmes obtenus dans la première Partie, dont le principal 
objet était précisément l'étude de cette question. 
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On peut toujours supposer que le champ primitivement donné est défini 
par un lystème de périodes indépendantes, sinon on le remplacerait par un 
champ équivalent satisfaisant à cette condition. 

Je traiterai d'abord complètement le cas des fonctions quasi-périodiques 
uniformément continues, pour montrer ensuite comment les résultats obte- 
nus s'étendent aux fonctions quasi-périodiques simplement continues. 

Voici, d'une façon précise, comment se pose le problème : 

Étant donnée une fonction qudsi-pèriodique /(^), uniformément 
continue sur un champ donné de périodes indépendantes a^ , aj, . . . , a„, 
trouver tous les systèmes de périodes sur le champ desquelles la même 
fonction f{x) reste quasi-périodique uniformément continue. 

La question sera complètement résolue lorsque nous aurons obtenu tous 
les systèmes de périodes indépendantes dont le champ satisfait aux condi- 
tions du problème; l'ensemble de leurs systèmes équivalents (à périodes 
indépendantes ou non) fournira ensuite la solution générale. 

Soit donc F(a7,, x^^ . . . , Xn) la fonction continue définie pour toutes les 
valeurs des variables, périodique en x^^ x^y . . . , x„, et prenant, en chaque 
point du champ absolu défini par les périodes a,, «a, . . ., a^^ la valeur de 
la fonction associée F(5^, $2, . . . , },n). 

Pour ne pas compliquer outre mesure le langage, je donnerai également 
à F(a:|, x^y . . . , Xn) le nom de fonction associée de f{x) sur le champ des 
périodes «i, aj, . . . , a^j. 

La fonction F(x*|, x^^ ..., x^) n!est pas nécessairement irréductible. 
Supposons-la réductible à p variables par une substitution linéaire conve- 
nable, qui la transforme en une fonction irréductible î^(/njK2> •••?//»)• 
Nous pouvons, étant choisies (*) arbitrairement p périodes propres quel- 
conques de la fonction F(ar,, x^^ .. ., Xj^ (*), déterminer la substitution, 
de façon que les p périodes choisies deviennent dans $ des périodes 
dirigées suivant les axes. Nous avons montré que ces substitutions sont de la 



(«) Pages 38-41 et 45-48. 

(*) Nous supposons que F n'est constante par rapport à aucune variable, sinon, si elle ne 
dépendait pas de a?» par exemple, on raisonnerait sur les seules périodes ai, ax, ..., a^-x» 
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forme 



les coefficients (jlj étant des nombres rationnels, les périodes b^^b^^ ...^ bp 
restant arbitraires. Si, en particulier, on détermine &,, ô^, . . ., 6^, par les 
formules 



(2) 



ce qui est possible puisque les périodes a,, a^, .. , a^ sont indépendantes, 
on voit que : 

1° La fonction $(/,, ^2, ...,j^) continue, périodique en j^,,yj, '"^ypt 
de périodes respectives b^^ b,^^ . ..^bp^ vérifie, quel que soit x, l'identité 

2® Les périodes &,, Z^^, . . . , ^y, sont indépendantes. 

La fonction quasi-périodique f{jc) peut donc être considérée comme 
attachée au champ des périodes ^^, />2, ...; bp. Tous les systèmes de pé- 
riodes b obtenus de cette façon jouissent de la même propriété ; à tout sys- 
tème de p périodes propres, choisies arbitrairement dans F, correspond un 
système de périodes &,, ft^, . . . , bp. 

Parmi ces systèmes, il en est qui jouissent de propriétés fondamentales. 
Supposons que Ton choisisse dans F, p périodes propres formant un système 
minimum S; les coefficients \kj des formules (i) et (2) sont alors entiers. 
Désignons par a,, a^, . . . , a^ les périodes obtenues dans ce cas par les for- 
mules (2), et soit $(/,, jKsî • • • > Yp) la fonction irréductible obtenue dans 
le même cas par les formules (i) ('). (]etle fonction, associée de/(.r) sur le 

(*) Dans ces formules, les lettres 61, 6^, .. ., hp doivent être remplacées par «i, «j, ...,«/,. 
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champ des périodes a^, a,, ..., o^, admet les périodes (a «, o, ..., o); 
(o, «î, o, . . . , o), (o, . . . , ^> «/>) q^î forment elles aussi un système mini- 
mum. Si l'on choisit dans F un autre système minimum S', on obtient, par 
le même procédé, un autre système de périodes p^, p^, . . . , p^, et une fonc- 
tion W(Ziy ^2, ..., Zp) associée de f(x) sur le champ des périodes P«, 
p2) • • • ? P/»; 01^ a de plus, entre les périodes a et p, des relations de la forme 

/ I v} V* V* 



— ^ _J_ Jll 



1 P, «1 a, ûCp 
(3) , 



ïi + ^ 

«I «1 



dans lesquelles les coefficients v( sont des entiers satisfaisant à la condition 



A = 



Vf vj 



/> 



enfin on passe de la fonction *(/<, ••m>0') ^ ^^ fonction ^(^n ..., z^) 
par les formes linéaires adjointes aux relations (3) 



(4) 






(3p *«, ^«/, 



Tous ces résultats découlent directement des propriétés établies 
pages 38-4 1 et 45-49- H en résulte d'ailleurs, ce que nous savions déjà, que 
tous les systèmes de périodes p^, p^, ..., p^, obtenus à la façon indiquée 
par les formules (3), sous la seule condition A = ±i, définissent des 
champs de périodes attachés à la fonction /(x). 

Ainsi, parlant d'un champ donné sur lequel la fonction f{x) est pri- 
mitivement définie comme quasi-périodique uniformément continue^ 
nous arrivons à déterminer un corps réduit défini par la base a,, 
a,, . . . , oLp (^voir p. 77), et tel que toute hase Pn P21 • • • ? P/»» choisie arbi-- 
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traire ment dans ce corps , définit un champ de périodes attaché à /(j^); 
les fonctions associées correspondantes sont d'une part irréductibles y 
d'autre part rapportées à des systèmes minimum de périodes. 

On remarquera que — > ..., — s'exprimant par des fonctions linéaire)^ 

à coefficients entiers de —,...,—> /e champ défini par a^^ a^^ ...^ Uj^cst 

un multiple du champ défini par ol^^ ot^^ ...^ ctp (p. i lo). 

Pour caractériser complètement le corps réduit ainsi obtenu, il faut mon- 
trer qu'il ne dépend pas du système initial de périodes qui a servi à le 
déterminer, propriété qui résultera du théorème suivant : 

Si deux fonctions périodiques irréductibles $(j^o /,, ..., »), 
V(z,, z^^ ...^ Zg)y rapportées à des systèmes minimum de périodes y sont 
les associées d*une même fonction quasi-périodique uniformément con- 
tinue f{x)y sur les champs définis respectivement par les deux systèmes 
de périodes indépendantes a,, a^, . . . , o^; p<, ^j, . . . , ^^ : 

i® q^^p^ et les systèmes a,, aj, ..., a^; ^,, ^j? •••? P>j ^^^^ 
deux bases d'un même corps réduit^ en d'autres termes^ les champs 
(a,, aa, . . . , a^) et (P<, pj, . . ., p.^) sont équiçalents. 

1^ Les fonctions ^ et W se déduisent l'une de Vautre par les formes 
linéaires adjointes aux relations de dépendance qui lient les périodes a 
aux périodes p. * 

La proposition serait établie si Ton pouvait montrer que les fonctions <b 
et "V proviennent par réduction linéaire d'une même fonction F(a7, j ..,, x^) 
périodique en a?,, a?^, . . ., a;„ à périodes indépendantes. 

Or, désignons par A le champ absolu défini par (a,, a^, . . ., a^), par B 
le champ absolu défini par (P,, P-j, ..., p^), et soitC le champ résultant de A 
et B, c'est-à-dire celui qui est déterminé par le système total des périodes 
(a,, a^, ..., a^, P, , P2? •••? P^)« Le champ C étant un multiple commun à A et B, 
il en résulte que f(x) est une fonction quasi-périodique uniformément 
continue sur C. Désignons enfin par Y un champ équivalent à C, défini par 
les périodes indépendantes a,, ûj, ..., a„. La fonction f(^x) est quasi- 
périodique uniformément continue sur l\ Soit F(a;,, x^, . . ., x^) son asso- 
ciée sur ce champ. 
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Le champ C étant équivalent à F, on peut écrire 
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Ceci posé, considérons la fonction 

F.(^..^.....,^»)=*[«.(f*î|+...+f*ig), •..,«;,(Hff^+...+fxS^)]; 

elle est définie pour toutes les valeurs x^ , x^y • • ., ^i, des variables, continue, 
périodique en a?| , ojj, . . . , a?„ de périodes indépendantes a^^ a^^ . . . , a„, et 
vérifie de plus l'identité 

F,(a:,a?, ..., x) — 9(x,x, . . ., a-) =r /(^). 

Par conséquent F^ coïncide (*) avec F(it:,, a?^, ..., x^)- On en conclut 
que $(^i , >^2> • • • î ») résulte de F par réduction linéaire ; le même raisonne- 
ment conduit à la même conclusion pour la fonction ^(^o ^j, . . ., z^), ce 
qui démontre complètement la proposition. 

Le corps réduit défini par la base a, , a^, . . ., o^ est donc bien défini. C'est 

le CORPS RÉDUIT FONDAMENTAL ATTACHÉ A LA FONCTION f{x). SoU Ordre p s'ap- 

pellera V ordre de quasi-périodicité de la fonction f{x). 

L'ordre p est un entier qui, au point de vue de la périodicité, caractérise 
essentiellement la fonction /(x). Si p = i on retombe sur la périodicité 
ordinaire. On peut dire encore que p est le plus petit nombre de périodes, 
sur le champ desquelles la fonction soit uniformément continue. Si l'on 



(») Page 117. 
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choisit une hase quelconque de p périodes dans le corps réduit fonda- 
mentaly la fonction f{x) est quasi-périodique uniformément continue 
sur le champ de ces périodes; la fonction associée correspondante est 
d^une part irréductible^ d'autre part rapportée à un système minimum 
de périodes. 

On peut énoncer maintenant la proposition générale suivante : 

L'ensemble des champs attachés à une même fonction quasi-pério- 
dique uniformément continue est formé par l'ensemble des champs 
équivalents ou multiples de ceux définis par les bases du corps réduit 
fondamental. 

Par conséquent, si a,, ^2, ..., a» sont des périodes quelconques^ indé- 
pendantes ou non, dont le champ est attaché a f(x)y et si ai, a^, ... , a^ 
sont les périodes d'une base quelconque du corps fondamental, on a entre 
ces diverses périodes des relations de la forme 



(5) 



l — — r. . .H ; 

1 «1 «I «il 



a„ a, a» 



OÙ les coefficients |ji^ sont entiers et ne sont assujettis d'autre part à aucune 
condition particulière si ce n'est que dans le Tableau formé avec ces coef- 
ficients doit exister un déterminant d'ordre p différent de o. Il faut entendre 
par là que les coefficients entiers (Ji/ étant, sous cette condition, arbitraire- 
ment choisis, si l'on résout les relations (5) par rapport à a^, a^, . . ., a;», le 
champ défini par les périodes a^, a,, . . .; a„ ainsi déterminées est attaché 
à la fonction f(x). 

Faisons enfin la remarque suivante : Soit a^, a^, ..., a„ un système de 
périodes dont le champ est attaché à /(a?), mais, à part cela, quelconques, 
indépendantes ou non. Soit (a,, a^, . . ., a^,) une base du corps fondamental, 
liée aux a par les formules (5), désignons déplus par ^(/n j^a? --"typ) 
l'associée de f(x) sur le champ des périodes a,, a,, ..., a^. Considérons 
alors la fonction 

F(...........„)^*[«.(;.î|-H... + Hiff>-.«,(H?^-^....-.,Sg)]; 
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c'est une fonction continue, définie pour toutes les valeurs des variables rr,, 
.^2, ..., Xn^ périodique en a;, de période a,, en x^ de période a,, etc. et 
vérifiant de plus, pour toute valeur x^ l'identité 

F(a?, Xy ..., x)=f{x). 

Nous retrouvons ici, par un procédé tout à fait différent, un théorème de 
M. Bohl d'après lequel, en employant notre langage, ûf{x) est une fonc- 
tion quasi-périodique uniformément continue sur le champ des périodes a< , 
a^, . . ., a^ qui peuvent être dépendantes ('), il existe une fonction 
F(^n ^2) • • •> ^/i) continue et définie pour toutes les valeurs a;,, x^, . . ., x^^ 
périodique de périodes a,, a^, . . ., a^, et satisfaisant à l'identité 

F(a:, X, ,,,,x)z=/{x). 

Si les périodes a,, a^, . . ., a„ sont dépendantes, il existe une infinité de 
fonctions répondant à la question; celles que nous obtenons sont réduc- 
tibles, mais il y en a d'irréductibles, et il serait bien facile d'obtenir leur 
forme générale. 

Cela nous conduit à une autre remarque qui a son importance: Si a,, 
a.2j . . ., «,, sont des périodes dépendantes, et si F(x,, x^y . . ., x^) est une 
fonction continue définie pour toutes les valeurs a?,, a^a, . . ., ^r», périodique 
et de périodes a,, «a, . . ., a„ en a;,, X2, . . ., ^«j la fonction 

f{x) = ¥(x, Xy ..., a:) 

est quasi-périodique uniformément continue, mais son ordre n'est pas égal 
à /z, bien que la fonction F puisse être irréductible. Pour obtenir dans ce 
cas l'ordre de /(a?), il faudrait d'abord remplaceras périodes a<, «2» •••• ûî» 
par des périodes équivalentes et indépendantes 6|, ôj? •••> ^m {m<^n). 



(1) Si les périodes aj, a^, ..., an sont indépendantes, la fonction F(:ri, ..., Xn) coïn- 
cide avec l'associée de/{x) sur le champ des périodes at, a^^ ..., a^; elle est donc unique 
dans ce cas. 

E. 18 
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Nous savons que Ton a (p. 107) 



I V vi 



.L ^ !i H- ^ik 

a,, 6, "• b„ 



vj entiers. 



Considérant alors la fonction 

*(^« ^'-)=^K^îîf-^--^^»ë>-— -(^îJ+'-^^ë)]' 

on voit que $ est Tassociéc de /(x) sur le champ des périodes indépen- 
dantes b^y b^j ..., bfn- C'est en effectuant maintenant la réduction de 
^(Xn •••>JKm)j si elle est possible, qu'on obtiendra l'ordre de la fonction 
f{x). En particulier, si la fonction F(x, or, . . . , a;) = f(^x) est nulle quel 
que soit :r, la fonction correspondante ^{Yk , . • m /m) doit être nulle quelles 
que soient les valeurs attribuées aux variables^,, . . .,jKm> et c^l^ homb don- 
nerait la forme générale des fonctions F(a?, , . . . , o;^) que nous considérions 
un peu plus haut. 

Nous nous sommes placés jusqu'ici dans le cas des fonctions quasi- 
périodiques uniformément continues, mais les résultats obtenus s'appliquent 
sans restriction aux fonctions quasi-périodiques simplement continues, et 
cela, en vertu de l'extension des propriétés des fonctions périodiques de 
plusieurs variables aux fonctions périodiques définies et continues sur un 
champ dense. 

Étant donnée la fonction /(x) quasi-périodique simplement continue 
sur un champ donné A de périodes a,, a^, ..., a^, que Ton peut toujours 
supposer indépendantes, on se propose de déterminer tous les champs sur 
lesquels la même fonction f{x) est quasi-périodique continue. 

Soit F(Ç,, Sa, ...,^„) l'associée de f{x) sur le champ absolu A. La 
fonction F(Ç,,Ç2, ..., Ç^) peut être réductible, en donnant à ce mot le 
sens précis que nous lui avons attribué (p. 65). D'une façon générale, 
supposons-la réductible à Tordre p. On peut alors, étant choisies dans F 
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p périodes propres, distinctes mais quelconques, trouver une substitution 



(6) 






^ — a'' ^ -4- -4- u" -^ 

Dp «1 Un, 



qui transforme la fonction F(^,, Çj •••» ^n) en une fonction irréductible 
4>(rj,, 7)2, . . ., Y)/,) définie et continue sur le champ B transformé de A par 
les formules (6), et admettant les périodes de coordonnées (6^, o, o, . . ., o), 
(o, tj, o, ..., o), .. ., (o, .. ., o, bp). Les nombres 64, 63, .. ., bp restant 
arbitraires, on peut les déterminer par les relations 

Ol a, Gn 



M ^ ^ K. 



bp a, ■ " On 

Quel est alors le champ B transformé de A par les formules (6)? 

Le point de coordonnées y), = y]2 = ...= yj^=Ç appartient à B quel que 
soit Ç et correspond dans A au point Ç, = Ç^ = . . . = Ç^ = Ç. D'autre part, la 
fonction $(ri,, y]2, •••>^y?) ^st périodique en r],, yjo, ..., y)^, ce qui exige, 
et c'est là une conséquence de la définition de la réduciibilifé, que le 
champ B soit aussi périodique en y],, yj^, . . . , y]^,; d'où résulte, en définitive, 
que le point de coordonnées 

l-^^ibi, ?-l-^i^î, ..., ^-{-ripbp 

appartient au champ B, quels que soient $ et les entiers n^^ /i,, ..., /i^, 
ou enfin que le champ B est précisément le champ absolu défini par les 
périodes indépendantes è,, ôj? • • • ? ^z?- La fonction $(Y)n tQj, . . . , y)^) étant 
continue sur ce champ, ce dernier est donc attaché à la fonction f{oc). 

Si maintenant on choisit dans F(^,, ...,Ç„) des systèmes minimum de 
périodes propres, on arrivera à la définition du corps réduit fondamental. 
A partir de ce moment le raisonnement devient en tout point identique à 
celui que nous avons suivi pour les fonctions uniformément continues, et 



l40 E. ESCLANGON. 

les résultats obtenus leur sont applicables sans restriction. Noua aurons 
finalement ce thjêorème : 

U ensemble des champs attachés à une même fonction quasi-pério- 
dique continue {uniformém.ent ou simplement continue) se compose des 
champs équivalents ou multiples de ceux définis par les hases du corps 
réduit fondamental. 

Il est à peine utile d'observer qu'une fonction quasi-périodique conti- 
nue garde la même nature sur tous les champs qui lui sont attachés; en 
d'autres termes, il est impossible qu'elle soit uniformément continue sur 
l'un des champs, et simplement continue sur un autre. 

Vis-à-vis des fonctions quasi-périodiques simplement continues, on peut 
faire une remarque analogue à celle que nous avons indiquée à propos des 
fonctions uniformément continues. Soient A le champ des périodes dépen- 
dantes a^^ a^j -"j ctn sur lequel la fonction f{x) est quasi-périodique sim- 
plement continue et a,, a^, ..., a^ une base du corps fondamental défi- 
nissant le champ absolu B. Appelons $(TQn Yja, . . . , Y)/,) Vassociée de f(x) 
sur le champ B. Nous avons entre les nombres a et a des relations de la 
forme 



«, a, a, 


-H. 




J. = tl^... 




..^f^ 



(7) < \ ii{ entiers 



«rt / 



Considérons maintenant l'ensemble C des points P(x^JX^^ . . . , a;»), dans 
l'espace à n dimensions, assujettis à cette condition que les nombres 

(8) «.(^|£i^-...-H^i^). «.(,î£i^...H-pî|), ..., «,(,.fi-,...+ps|) 

soient les coordonnées d'un point Yjn ^Qa? • • •» ^/> ^^ champ absolu B, et au 
point P faisons correspondre la valeur $(y],, yjj, . . ., y)^) qui définit ainsi sur 
l'ensemble G une fonction F(a:4,X2, ...^Xn)* Tout point P dont les coor- 
données ;r,, a?2, . . . 5 ^rt sont toutes égales à x^ appartient, quel que soit x, 
à l'ensemble G, et l'on a évidemment 
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De plus rensemble G est manifesleinenl périodique, en a;,, arj, .•., a;„, de 
périodes a,, a^, . . ., û5„» En tous les points P dont les coordonnées diffèrent 
de x^j X2J . . . , x^j respectivement d'un nombre entier de périodes a,, 
«2, ... , a^», la fonction F a la même valeur. Enfin l'ensemble G contient le 
champ absolu A défini par a,, a^, ..•, a^, et la fonction F prend en tout 
point de A la valeur /(Ç), ^ désignant la valeur congrue correspondante. 
Mais le champ G comprend en outre des points qui n'appartiennent pas 
à A. Il est facile de voir que G est dense dans tout domaine à n dimen- 
sions. Soient en effet a?", xl^ ..., x^ un système de valeurs quelconques, 
^^ y^Xv ""^y^p '^^ valeurs correspondantes des quantités (8). Les équa- 
tions 

«1 ^^ «1 ^ an 






peuvent être résolues par rapport à p des variables a;,, ar^, . . ., Xnj puisque 
dans le Tableau des (x il y a au moins un déterminant d'ordre p différent 
de o. L'on pourra écrire par exemple 



^— ^p51_i_ _i_x.p5^ _i_ ^iP ^P-^^ 



:vf^+...+ v;^+v; 



p . Zflii -L- . . . -U V*» 



/>+l 






^n 



ap • «1 " «,, "^' a^+, " a« 

les coefficients v/ étant rationnels. On obtiendra tous les points de l'en- 
semble G en donnant à ic^^.o ..., x^ des valeurs arbitraires, en prenant 
pour Y],, ..., rij, les coordonnées d'un point quelconque du champ B, et 
en déterminant or,, . . . , Xj, par les formules précédentes. Remarquons que 
les nombres a?", xJ, . . . , ip", y", . . . , JK^ sont liés par les mêmes formules. 
Par conséquent, si l'on prend pour Xp^^j ..., x^ des valeurs quelconques, 
voisines respectivement de x^^^^j ..., x^^ et pour TQn yj^j ••• > ^/» les coor- 
données d'un point du champ B voisin du point j^", y?^y . . . , y^^, ce qui est 
possible puisque les périodes a,, aa, • . . , o^ sont indépendantes, on obtient^ 
au moyen des formules précédentes, des valeurs or,, x^j ..., Xp voisines 
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de a?*, xj, . . . , a?* . En définitive il existe des points de l'ensemble C dont les 
coordonnées sont aussi voisines qu'on le veut des nombres arbitrairement 
choisis a;*, xj, . . . , x", ce qui établit la proposition. Si ^(y)«, tQ2> • • • » >]/») 
est continue sur B, F(a?,, iCj, . . . , Xn) est continue sur C. Si la fonc- 
tion *(y],, Yja, ...,^1;,) est uniformément continue sur B, ¥{x^^x^^ •••j^n) 
est aussi uniformément continue sur Tensemble C; il existe dans ce cas une 
fonction F(a7,, x^^ ..., x^) définie pour toutes les valeurs des variables 
continue et périodique telle que 

f{x) = ¥{x,x, ...,a:); 

on retombe ici sur une proposition déjà établie pour les fonctions quasi- 
périodiques uniformément continues. 

CHAMPS ABSOLUS ATTACHÉS SIMULTANÉMENT A PLUSIEURS FONCTIONS 
QUASI-PÉRIODIQUES. 

Le problème de la recherche des champs de périodes attachés à une 
même fonction se pose de la même façon pour un nombre fini de fonctions 
quasi-périodiques continues et données. 

Soient /, (a;), f^i^)^ • • m /q(^)j 9 fonctions quasi-périodiques continues 
(uniformément continues ou simplement continues) définies respective- 
ment sur les champs A,, Aj, . . . , A^. Existe-t-il un champ R sur lequel les 
fonctions /,, ..., /^ soient simultanément quasi-périodiques continues? 
On voit immédiatement qu'il en existe une infinité, et en particulier tous 
les champs multiples communs des champs A,, Aj, . . . , A^. On peut tou- 
jours supposer que A^, Aa, . . . , A^ sont des champs de périodes indépen- 
dantes, obtenues en prenant une base dans chacun des corps fondamentaux 
attachés respectivement à /,, /j, ..., /^. Soit R le champ résultant des 
champs A|, Ao, . . . , A^, ou un champ équivalent quelconque. Les champs 
sur lesquels les fonctions/,, ...,/ç sont simultanément continues sont 
nécessairement, d'après les résultats obtenus pour une seule fonction quasi- 
périodique, des multiples communs à A,, A,, ..., A^. Ce sont donc, ou bien 
des champs équivalents à R, ou bien des multiples de R (p. 1 1 1). Si le champ 
résultant R n'est pas directement défini par des périodes indépendantes, 
nous lui substituerons un champ satisfaisant à cette condition. Soient a,, 
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ajj, . . . , a^ les périodes indépendantes ainsi obtenues. Tous les systèmes de 
périodes a,, «a» • • • ? ^» dont les champs sont attachés simultanément aux 
fonctions /, s'obtiennent alors par des formules de la forme 

«I «1 «J CLft 






OÙ les coefficients (x/ sont entiers^ assujettis à cette seule condition qu'il 
existe dans le Tableau qui les contient un déterminant d'ordre p différent 
de o. La conclusion devient identique à celle obtenue dans le cas d'une 
seule fonction. Le nombre n est nécessairement supérieur kp et, ici encore, 
il existe un nombre minimum de périodes, qui peuvent être considérées 
comme appartenant simultanément aux q fonctions données. 

DÉRIVÉE ET INTÉGRALE D*UNE FONCTION QUASI-PÉRlODIQUE CONTINUE. 

Dérivée. — Une fonction quasi-périodique continue n'a pas nécessaire- 
ment de dérivée pour toute valeur a?, ou bien, si cette dérivée existe quel 
que soit a?, elle n'est pas nécessairement continue. Dans ces deux cas il n'y 
a pas lieu de se demander si la dérivée est quasi-périodique continue. 

Mais même lorsqu'il existe, pour toute valeur x^ une dérivée continue, 
celle-ci n'est pas nécessairement une fonction quasi-périodique continue. 
Gela tient à ce que la quasi-périodicité est une propriété fonctionnelle ne 
s'exprimant par aucune relation explicite, et qu'on ne peut donc diffé- 
rentier. Considérée dans un intervalle donné, la fonction repasse dans 
d'autres intervalles par la même série de valeurs, avec une approximation 
aussi petite que l'on veut, il est vrai, mais qui, par le fait qu'elle n'est pas 
nulle, laisse à la dérivée une allure quelconque, au moins dans une cer- 
taine mesure. 

Pour les fonctions quasi-périodiques uniformément continues la question 
est au fond identique à la suivante : Une fonction continue (*) ^^ plusieurs 

(*) Continue par rapport à l'ensemble des variables. 
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variables $(a?<,a:2, ...^x^) admet une dérivée partielle j— continue par 

rapport à la seule variable a:,; s'ensuit-il que cette dérivée soit continue 
par rapport aux autres variables? Évidemment non. Par exemple la fonc- 
tion $(.r,y) égale à y sin— pour y :^ o et à o pour y = o est une fonc- 

tion continue par rapport à l'ensemble x^ y, dont la dérivée — = cos - 

est continue par rapport à x sans l'être par rapport à y. 

Nous indiquerons toutefois une condition suffisante pour assurer la quasi- 
périodicité de la dérivée d'une fonction quasi-périodique uniformément 
continue ou simplement continue, et qui s'appliquera dans la plus grande 
généralité des cas. Cette condition est la suivante : 

Si la fonction 

h 

tend uniformément vers f\x) pour h = o, la dérivée f\x) est une 
fonttion quasi-périodique continue de même nature que f{x) (*). 

En disant que ^-^ " a i^nà uniformément vers f\x)^ nous 

entendons par là qu'étant donné e^o, on peut trouver S^o, de façon 
que sous la seule condition 

\h\<i 
on ait 



-f(^) 



<e, 



et cela pour toutes les valem^s x. Cette proposition résultera immédiate- 
ment de la suivante qui est plus générale. 

Soit A un champ absolu de périodes indépendantes, F une fonction con- 
tinue définie sur A [pour simplifier l'écriture nous appellerons F(P) la 
valeur de la fonction au point F]. Supposons maintenant que la fonction F 
dépende d'un paramètre h [nous l'écrirons F(P, A)] et que, pour A = o, 

(*) C'est-à-dire que si /(a?) est quasi-périodique uniformément continue, /'(a?) est aussi 
quasi-périodique uniformément continue. 
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elle ait une limite *(P). Par hypothèse, la fonction F(P, h) est, quelque 
soit A ^ o, continue sur le champ A; elle définit donc pour chaque valeur h 
une fonction quasi-pcriodique continue. Je dis que si F(P, h) tend unifor- 
mément vers $(P) pour tous les points du champ absolu A, $(P) est 
continue sur A et définit ainsi une fonction quasi-périodique continue. 

Etant donné e, on peut déterminer S de façon que Ton ait, pour tout 
point P du champ A, 

|F(P,/l)-*(P)|<£, 

lorsque 

\h\<à. 

Donnons à h une \d\evLV fixe satisfaisant à cette dernière inégalité, et soit P 
un point fixe du champ A. Nous pouvons déterminer un domaine D entou- 
rant P, de façon que, pour tout point P' pris dans ce domaine, on ait 

|F(P',A)-F(P,A)|<£; 
comme Ton a d'autre part 

|F(P',yi)-<i^(P')|<£, 

on en conclut 

|*(P')-^(P)|<3£; 

ce qui établit la proposition. Il y a plus : si la fonction F(P, h) est, quel 
que soit h^Oy uniformément continue sur le champ A, la limite $(P) 
est aussi uniformément continue; en effet les inégalités précédentes ont 
lieu alors, quels que soient P, P', pourvu qu'ils soient assez voisins pour 

vérifier l'inégalité 

|F(P',/0-F(P,/0|<£, 

h étant une valeur fixe inférieure en module à S. En résumé : 

La limite d'une fonction quasi-périodique continue y lorsque cette 
limite a lieu uniforme ment ^ est une fonction quasi-périodique continue. 
Si la fonction quasi-périodique variable est uniformément continue y la 
fonction limite est aussi quasi-périodique uniformément continue. 

En ce qui concerne la dérivée d'une fonction quasi-périodique continue 
la proposition énoncée plus haut est établie. En effet, la fonction quasi- 
E, 19 
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périodique dépendant du paramètre A, 

h 

tend uniformément vers f\x) qui est par suite quasi-périodique continue; 
si/(x) est uniformément continue, il en est de même de f'{x). 

Un cas particulier du précédent est celui où la fonction /X^)j supposée 
exister pour toute valeur a?, est uniformément continue pour toutes les 
valeurs de la variable x\ en d'autres termes, étant donné e, on peut déter- 
miner 8 de façon que, pour toute valeur k de module inférieur à S, on ait 

|/'(x+A:)-/'(ar)|<e, 
et cela quel que soit x. On peut écrire, en effet, 

par suite, 

si donc I ^ I < 8, on aura, quel que soit a:, 

^'-'"'i-/'-' -/v)|<. 

et nous nous trouvons bien dans les conditions précédentes. 

En remarquant que la continuité uniforme de /X^)i pour toutes les 
valeurs Xj est nécessaire pour que fXx) soit une fonction quasi-périodique 
uniformément continue, on peut énoncer le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée f'{x) d'une 
fonction quasi-périodique uniformément continue f(x) soit elle-même 
une fonction quasi-périodique uniformément continue est que f'{x) 
possède la continuité uniforme relativement à V ensemble des valeurs x. 

Soit F(a7,, 07^^, . . . , 07») Tassociée à(tf{x) sur le champ total. Si F admet 
des dérivées partielles continues, la fonction 
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est Tassociée, »ur le même champ ^ de la dérivée f\x) qui est quasi-pério- 
dique uniformément continue. 

Dans tous les cas, et c'est là une propriété d'une grande importance, 
si /(^), fonction quasi-périodique continue^ admet une dérivée quasi- 
périodique continue f {x^^ les deux fonctions f et f ont le même ordre 
de quasi-périodicité ; tout champ de périodes attaché à Tune de ces fonc- 
tions est attaché à l'autre, en un mot ces deux fonctions ont le même corps 
fondamental de périodes. 

Cela résulte immédiatement du fait que toute période de la fonc- 
tion F(Ç,, $2, . . ., Ç„) appartient à la fonction 

Cette propriété a été établie directement pages 5i-53 pour les fonctions 
définies sur un champ continu, et s'étend sans difficulté aux fonctions 
continues sur des champs de périodes indépendantes. 

On en conclut en particulier cette proposition : si F(a?,, ...^Xn) est 
une fonction continue irréductible périodique en x^^ x^^ .. . ^ x^ à pé- 
riodes indépendantes y admettant des dérivées partielles continues, la fonc- 
tion 3 f- 3 h... -h -j — est éeralement irréductible. 

<7Xj axi uJCu 



Intégrale d'une fonction quasi-périodique continue. — Soit f(x) une 
fonction quasi-périodique continue. L'intégrale 

n'est pas nécessairement quasi -périodique et elle ne l'est pas en gé- 
néral. 

Soit P(^,, $2» •••? $«) un point du champ absolu, ^ sa valeur congrue; 
l'associé $(^4, Sa, . . ., ^„) de <f(x) sur le champ des périodes a pour valeur 
enP 

*'ù 
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Pour que <f(x) soit quasi-périodîque, il faut que la différence 

^5 



*($ur,, ...,?;.) -*(;^, ?«.... ^ç^)^/ /(^)^^ 



devienne infiniment petite lorsque le point P'($',, S'^, . . ., $'„) se rapproche 
indéfiniment du point F, c'est-à-dire lorsque, Ç restant fixe, les quantités 

— > •••> — 

sont voisines de nombres entiers; et, pour que (f(x) soit quasi-pério- 
dique uniformément continue, il faut et il suffit que la même inté- 

' f{x)dx devienne infiniment petite lorsque - — -y •••, - — ^ sont 

voisins de nombres entiers, \ et $' ayant, à part cette condition, des valeurs 
quelconques. 

Il est facile de se rendre compte que si l'intégrale d'une fonction quasi- 
périodique n'est pas nécessairement quasi-périodique, ce fait peut tenir à 
des circonstances très différentes. 

Envisageons en particulier une fonction quasi-périodique uniformément 
continue /(x), et soit F(a;^, x.^^ . . ., x^^) son associée sur le champ total des 
périodes. Si l'intégrale 

9{^)=J f{x)dx 

est quasi-périodique uniformément continue, et si R(a7<, a?^, . . ., :r„) est son 
associée sur le champ total, la quantité 

h 

a pour limite F(a;^, ^r^, . . ., x^) lorsque h tend verso. Or une condilion(*) 
nécessaire, pour qu'il existe une telle fonction R, est que 

K= / / ••• / F(a-i,x„ .. ., j:„)é/j7| . . . e/j?„=zo, 

ûr, a, . . . a„ J^ J^ J^ 

(') Pages 54-67.. 
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OU encore, comme il est facile de le voir, 



^ = lim-/ f{x)cLvz^o fiOUT x = ( 



Si cette condition n'est pas vérifiée, l'intégrale n'est pas quasi-périodique. 
Mais, même lorsque K est nul, l'intégrale n'est pas nécessairement quasi- 
périodique uniformément continue, puisque, comme nous l'avons vu 
page 60, l'existence de l'intégrale R(a;,, oTj, . . ., x^) n'est pas assurée. 

Dans une lettre que j'ai reçue récemment, M. Bohl a bien voulu me 
communiquer le résultat suivant (*) : 

Si l'intégrale 

est bornée^ c'est-à-dire \ o(x) \ < A, elle est développable en série unifor- 
mément cons^ergentey dont le terme général u^ est un polynôme en 

cos27r — > ..., cos27r — : sin27r— > ..., sîn2Tr — ; 
a, On flt «« 

en d'autres termes, ç(a;) est une fonction quasi-périodique uniformément 
continue. La condition est d'ailleurs manifestement nécessaire. 

Il résulte de là que si l'on considère les fonctions R(a:,, x^^ . . ., x^) sa- 
tisfaisant à la condition 

lim 7 = * (^i> -a^î» • . • > -a^n )> 

/i=o r^ 

OU, si l'on veut, bien que le problème soit un peu moins général, qui véri- 
fient l'équation aux dérivées partielles 

dR c?R dR ^, V 

F étant une fonction continue périodique en x'i, Xj, . . ., a;^ à périodes^ fWe-^ 
pendantes, avec K = o, aucune de ces fonctions R n'est bornée, lorsqu'il 

(*) Gc résultat n*a pas encore été publié. 
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n'en existe pas de périodiques en a?, , a;^, . . ., Xnj et s'il existe une intégrale 
R bornée, il en existe une de périodique. 

En général il arrivera que si o(x) n'est pas quasi-périodique, la fonction 






est quasi'-périodique uniformément continue; c'est, pour ainsi dire, la partie 
quasi-périodique de l'intégrale qui se met alors sous la forme 

Dans tous les cas, lorsque l'intégrale d'une fonction quasi-périodique uni- 
formément continue ou simplement continue /(x) est elle-même une fonc- 
tion quasi-périodique continue, l'ordre de cette dernière est égal à celui 
def(x)j le corps fondamental des périodes attaché à l'intégrale est le même 
que celui de la fonction /(a?). 

Plus généralement si l'intégrale se met sous la forme Kic-+- ^(x) où ']f 
désigne une fonction quasi-périodique continue, les fonctions / et ^ ont le 
même corps fondamental de périodes. En effet, d'après ce qui a été dit 
sur les dérivées, le corps fondamental de la fonction ^'(x) = /(x) — K, qui 
est celui de /(a;), coïncide avec le corps fondamental attaché à if(x). 

En définitive, on peut résumer en disant que : 

Nî la dérwatioriy ni V intégration, lorsqu elles conservent la quasi-pétio' 
dicitéy ne modifient les champs de périodes attachés à une fonction quasi- 
périodique. 

LES FONCTIONS DE FONCTIONS PÉRIODIQUES. 

Soit F(W|, Wj, ..., Un) une fonction continue des variables indépen- 
dantes w, , «2, . . ., Un» Si l'on remplace les variables u^^u^^ ,.,^Un respective- 
ment par les fonctions quasi-périodiques continues v^{x)^ ^aC^)? • • •? ^n{^)j 
la fonction 

est elle-même une fonction quasi-périodique continue. En effet, en dési- 
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gnant par 

«'l(5lV^Î» ..-,4/0» <»'l(Yil,TO„ ...,Y3^), ... 

les fonctions associées de v^^ v.^^ ... sur leurs champs respectifs A|, Aj, . . ., 
la fonction 

est l'associée de /{x) sur le champ résultant de A,, A,, . . .; de plus, 
est continue sur ce champ. Il résulte de là que l'ordre de/(x) est au plus 
égal à Tordre du champ résultant, mais peut lui être inférieur; il faudrait, 
pour déterminer l'ordre exactement, étudier la réductibilité de la fonction O. 
Considérons en particulier le cas oà les fonctions i^t(x)^ ^«(a?), ..., ^«(a?) 
sont des fondions continues simplement périodiques. La fonction 

/(x) = F[i;|(^), C',(ar), . . ., c„(^)] 

est alors une fonction quasi-périodique uniformément continue. 

Soient a,, «2? •••) ^n les périodes respectives des fonctions i^,, 
^2^ •;,, P;,. Nous avons montré dans la première Partie que la fonction 
^[^i(^i)j ^2(^2)) • • • > ^n(xa)] est irréductible. Par conséquent, si les pé- 
riodes a,, fla, ..., ttn sont indépendantes, l'ordre de la fonction f{x) 
est exactement égal à n. 

Il faut remarquer que les périodes a^ , Oj, . . . , a^» supposées indépendantes, 
ne forment pas nécessairement une base du corps fondamental attaché à /(a?), 
et cela peut tenir à des raisons différentes. Pour qu'il en fût ainsi, il faudrait 
que les périodes (0^0, ...,<>)? • • •» (<>? <>> • • -i ^«) ^^ la fonction 

formassent un système minimum; cela exigerait en particulier que, pour 
certaines valeurs fixes attribuées par exemple à 0^2, ^t^j, . . ., iCnj la fonction 
de la seule variable x^^ ^(^n ^î» • • •» ^2) admît a^ commme période mini- 
mum, et de même pour les autres variables. Or cette conclusion peut être 
en défaut et ce serait le cas, par exemple, d'une fonction contenant seule- 

ment les carrés des fonctions ^^(a:,) = cos27c— > •••> (^„(a:„) = cos2ii~ • 

Maïs ce n'est pas là le seul cas d'exception. D'une façon générale, désignons 
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par a^ = — {q^ entier) la plus grande des périodes minimum des fonctions 

de ar,, telles que $(ic,, a*J, . . ., rr"), obtenues en donnant à j^^, a;,, . . ., a:« 
des valeurs fixes, et définissons de même les périodes 

«1 — — - 7 • • • ) a„ — — - • 

Les périodes (a,, o, ..., o), ..., (o, ..., o, a«) ne forment pas nécessaire- 
ment encore un système minimum de la fonction ^{x^^ x^y . . ., x^y II fau- 
drait, pour qu'il en fût ainsi, que les coordonnées (p,, ^2? --m P») d'une 
période quelconque fussent respectivement des multiples de a,, a^, . . ., a„; 

3 3 

or on peut affirmer seulement que les rapports — > • • • > — sont commensu- 

rables. 11 est facile d'obtenir des exemples où ces rapports sont effective- 
ment fractionnaires. Considérons la fonction 

On a ici a4 = a,, aa=a2. La fonction $ admet cependant la période 

de coordonnées p, = —, ^^= — • 

Il y auncas assez général où l'on peut affirmer que a,, a^, •.., a« forment 
une base du corps fondamental attaché à f{x)\ c'est celui où la fonction 
de or,, ^(a^i, arj, a?J, ..., x*) admet a, comme période minimum^ quelles 
que soient les valeurs fixes attribuées àx^^ ..., x^y et où il en est de même 
pour les autres fonctions ^(a?*, iTa,, xj, . . ., X;,), ... vis-à-vis des périodes 
a,, .... Soient alors p,, P^» •••> Pu les coordonnées d'une période de la 
fonction O. On a, quels que soient x,, Xj, . . ., x„, 

Or, les fonctions i? étant continues, on peut déterminer les nombres xj, 
xj, . . ., xj, de façon que l'on ait 

«'i(^î-*- Pi) = ^.(^î), . ■ . , «\(^î-+- P») = ^«(^î). 

La fonction de x^^ F[i>i(x^)y ^2(a?j), ..., ^n(^n)]> ^^met alors la période p, 
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qui, en vertu de l'hypothèse faite, est nécessairement un multiple de a, ; on 
verrait de même que p,, •-.,?» sont des multiples de a,, . . ., ol^. 

Dans tous Içs cas, si y,, y,, . . ., y„ définissent une base du corps fonda- 
mental attaché à /(oo)j —>—,•••>— s'expriment en fonctions linéaires à 

coefficients entiers de —>—>•••,—> et cela puisque le champ des périodes 

a<, aa, ..., a^ est attaché à f{x). Bien entendu, on a supposé, dans tout 
ce qui précède, qu'aucune des fonctions P«(a?), Pa(ip), ..., ^«(a?) n'est 
constante, et que la fonction F(p,, Pj, . . ., Vn) des variables indépendantes 
(^1, p,, . . ., Prt n'est constante par rapport à aucune d'elles. 

Ces propriétés montrent qu'on ne peut songer à exprimer la fonction 

en fonction continue uniforme d'un nombre moindre de fonctions simple- 
ment périodiques. En particulier, la fonction f{oc) ne saurait être simple- 
ment périodique, ni constante, ni nulle. 

A un certain point de vue, on voit que des fonctions données P|(^), . . ., 
^n{x) périodiques continues,' à périodes indépendantes, se conduisent, pour 
ainsi dire, comme de véritables variables indépendantes. Si la fonction 

est nulle, quel que soit a?, la fonction F(i^,, ^2, . . ., p„) des variables indé- 
pendantes ^4, . . ., (^n est identiquement nulle; et si l'on a 

Y[Vi(a;)y ..., ('„(a:)]=*[p,(ar), . . ., r„(j:)], 

les deux fonctions F(p,, . . ., p„), $(P|, . . ., p«) sont identiques. 

Il peut arriver que la même fonction f{x) puisse s'exprimer de plusieurs 
manières, en fonction de fonctions périodiques à périodes indépendantes 
qui sont alors en même nombre dans ces diverses expressions de /(x). 
Les divers systèmes de périodes qui y figurent définissent nécessairement 
le même corps. 

Lorsque les périodes a,, . . ., a^^ des fonctions ^^(x)^ . . ., i^n(x) sont dé- 
pendantes, appartenant à un même corps d'ordre /?, l'ordre de toute 
E. 20 
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fonction 

est au plus égal à j9, mais il peut lui être inférieur, et l'on ne peut assigner 
de limite à cette réduction. En posant par exemple 

r,(;r) =icos.r, (»,(j*) = sina:, (^3(^) = sin27r-> 

les périodes 211, 211, a, appartiennent à un corps d'ordre 2 si a est incommen- 
surable avec TT ; la fonction quasi-périodique 

est cependant d'ordre i . 

Entre des fonctions ^<(^), ^2(^)5 • • • ? ^n(^) do^^ l^s périodes sont dé- 
pendantes, existent des relations de la forme 

c'est-à-dire que l'on peut former des fonctions uniformes des variables 
indépendantes p,, Pa? •••> ^n qui, lorsqu'on y remplace ces dernières par 
p<(a?), . . ., Pn(ar), deviennent identiquement nulles. 

On peut s'en rendre compte de la façon suivante : soit a^, aj, . . ., a^ un 
système de périodes indépendantes dont le champ est équivalent à celui des 
périodes a,, a^, . . ., a„ (/? < n). On a, entre ces périodes, des relations de 
la forme 
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et considérons la fonction quasi-périodique 

On voit que la fonction des p variables jKn /a» • • • > J> 

où, dans le second membre, x^^ x^j ..., x^ sont supposés exprimés en 
fonction deyi, jy^j, . . ., JK/» ^st l'associée de/(:r) sur le champ des périodes 
indépendantes a,, a^, ..., ccp. Pour que /(x) soit nul, il faut et il suffit 
que la fonction ^(ju y», "'t yp) soit identiquement nulle par rapport aux 
variables indépendantes y, , y^, .-^yyp' Les fonctions Pf(a;,), ^2(0:2) ..., 
^n(^n) sont elles-mêmes des fonctions de y,, y,, ...,»? périodiques et de 
périodes a«, a,, . . . , o^. On est donc ramené à la question, d'ailleurs plus 
générale, suivante : 

Étant données n fonctions (/i > p) 

/i(7nyî, ...,yp), Airufty '^'^yp)f ••., /niyiy yif "-jyp) 

continues, périodiques en y^^ y^^ ..., y^, les périodes étant les mêmes 
pour toutes ces fonctions^ existe-t-il des fonctions continues uniformes 
F(tt,, Wj, . . ., Un) telles que, en remplaçant tt,, w^, ...,«/„ pct^fi^fz} • • •> 
/„, o/i obtienne une fonction de y^^y^^ "-> y^ identiquement nulle? 

Cette question est, du reste, identique à celle-ci : 

Étant données n fonctions quasi-périodiques uniformément continues 
sur un même champ d'ordre p <in^ existe-t-il une fonction continue 
uniforme F(W|, ttj, ..., w„) qui devienne nulle pour toute valeur x 
lorsqu'on remplace e^i, <^2) • • •? ^a P^^ les fonctions considérées? 

J'ignore s'il en est ainsi effectivement dans le cas le plus général où, à 
part la périodicité et la continuité, on ne fait sur les fonctions 

aucune autre hypothèse particulière. Je n'ai pas crû devoir approfondir 
cette question, qui m'a paru d'une importance un peu secondaire. Toute* 
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fois l'existence des fonctions F(u^y 1/2, . . ., w») est certaine dans le cas où les 
fonctions / jouissent de la propriété suivante : Considérons Tune quel- 
conque d'entre elles, /, par exemple, et donnons à /,, y,, . . . , y^ des valeurs 
fixes ^J,yJ, ...,^^, mais quelconques; nous obtenons ainsi une fonction 
périodique de la seule variable y, de période a^. On supposera que cette 
fonction /i(yn yl^ •••)>^J) possède dans l'intervalle o, a, un nombre 
limité de maxima et de minima, ce qui entraîne d'ailleurs cette conséquence 
que les équations de la forme 

où A désigne une constante quelconque, ont un nombre limité de racines 
dans l'intervalle o, a<, et que, A variant, le nombre de ces racines a une 
limite supérieure. On fera la même hypothèse relativement aux autres 
variables et aux autres fonctions. Dans ce cas, on obtient sans difficulté 
un procédé d'élimination des variables y u y a , . . . , JK/» entre les fonctions f^ , 

/ a > • • • > yîi' 

Envisageons le cas le plus simple, celui de deux fonctions continues u{x)^ 
v{x) périodiques et de même période a. Former une fonction F(tt, p), c'est 
obtenir une correspondance telle que, étant données des valeurs numé- 
riques quelconques u^^ i>^ attribuées aux variables w, p, on puisse déter- 
miner F(Mo> ^o)' 

L'équation 

a un nombre limité de racines dans l'intervalle o, a; soient 00^^ x^^ • • •> ^* 
ces racines, ^(a;,), (^(arj), . . ., v{xj^) les valeurs correspondantes de la fonc- 
tion s>{x). 
Formons le produit 

qui définira la valeur F(mo, p^,) correspondant aux valeurs «o> ^d- La fonc- 
tion F(£^, p) ainsi définie vérifie identiquement la relation 

Y[u{x)yV{x)'\ = o, 
mais elle n'est pas continue, car, u^ variant, certaines des racines â;^ , ..., Xj^ 



LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. l^'J 

disparaissent lorsqu'on atteint un maximum ou un minimum de u(x). Il 
est facile de lever la difficulté et, pour faciliter le raisonnement, employons 
une méthode géométrique. Représentons la courbe j^ = u(x) dans l'inter- 
valle G, a, et soient M,, Mj, M,, ... (fig- 2), les points, en nombre 
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limité, où u(x) devient maximum ou minimum. Par le point M^ qui repré- 
sente un minimum, menons une demi-droite M, A, parallèle à oy dirigée 
vers les y négatifs; par Ma, qui représente un maximum, menons une 
demi-droite MaAa parallèle à oy dirigée du côté des y positifs, et ainsi de 
suite. Considérons alors la figure formée par la courbe et par les demi- 
droites M,A,, M2A2, M,A,, Une parallèle quelconque y=zUg coupe la 

figure en un certain nombre de points dont les uns, d'abscisses x^yX^y ...^Xf^j 
appartiennent à la courbe, et les autres, d'abscisses X/^^ty ^ai-2j •••» aux 
droites A. Si Ton compte deux fois ces derniers, on obtient un ensemble 
de valeurs a;<, a?a, ..., x^y en nombre fixe, variant d'une façon continue 
avec la parallèle y=Uo et comprenant toujours les racines de l'équa- 
tion u(x) = Uq. Dans ces conditions, le produit 

[('0- t'(^i)] [i'o— ^(^ï)]. . .[^0— ^(^«)] 

varie d'une façon continue avec u^y p^, et définit ainsi une fonction con- 
tinue F(u^ç) satisfaisant aux conditions du problème. Lorsqu'on en a une, 
on peut en former une infinité, en multipliant par une fonction continue 
quelconque. 

Le même procédé de démonstration s'applique à montrer que, si l'on 
a/?-f-i fonctions périodiques continues p< (a?), ^2(^)5 •••> ^/h-i(^)j possé- 
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dant chacune un nombre limité de maxima et de minima dans tout inter- 
valle fini, et dont les périodes a,, a^, . . . , a^^i sont liées par une relation de 
dépendance, on peut former des fonctions continues F(P|, p^, ..., p^h-i) qui 
deviennent nulles lorsqu'on y substitue les fonctions considérées. 
Supposons que l'on ait en effet 

_!_ = ffl + H.+... + ff£, 

(X|, (Xj, . . ., (jLp étant des nombres rationnels que l'on peut supposer entiers, 
car, s'il en était autrement, en désignant par q leur plus petit dénomi- 
nateur commun, on choisirait qoi^^qoL^^ ., .^ qoLp comme périodes de Vx{x)^ 
Pa(a;), ...,Vj,{x). 

Soient donc p% pJj •••> ^\y ^^p^\ ^^ système de valeurs numériques quel- 
conques, choisies dans les intervalles de variation des fonctions P| (a;), . . ., 
p^i(a;). Considérons les équations. 

parmi les racines de chacune d'elles, ^>i{oc) = ç^- par exemple, n'envisageons 
que celles comprises entre o et a, ; leur nombre est fini. Soit a:,, x^y . . ., aTp 
un groupe de racines prises respectivement dans chacune des équations 
précédentes ; le nombre de ces groupes est fini. En ajoutant à a;, un nombre 
entier de périodes a< , à a;^ un nombre entier de périodes a^ , . . . , on obtiendra 
un groupe différent de solutions qu'on pourra appeler, si l'on veut, un 
groupe congru à a;,, a^a, . . ., icy,. 

Au système de solutions a;,,^;^, . . ., aTp, faisons correspondre le nombre i 
défini par l'égalité 

ap^i ^ (x^ *^ a, *^^ ap 

Si au système ic^ ^2> • • -, Xj,y on substitue un système congru 

a?i4-^ia,, ..., Xp'\-qpQip, 

^ se change en 
r étant entier. 
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A chaque groupe a;, , ara , . . . , o;^ correspond ainsi un nombre Ç ; soit p^<( S)? 
la valeur correspondante de i^p^i (x). Pour tous les groupes congrus à un 
même groupe donné, ^/^.^(Ç) a donc la même valeur, de sorte que le 
nombre des valeurs Pp+, ($) est égal au nombre k des groupes distincts de 
solutions a;^, . . ., a?^ nombre qui est/ini. Formons alors le produit 

chaque valeur $,• correspondant à un groupe de solutions. Ce produit, bien 
déterminé lorsqu'on s'est donné ç% pJ, . . ., p^, pJ+j, définit ainsi une fonc- 
tion uniforme F(P|, p,, ..., Pp, Pp+4). Pour montrer que celle-ci devient 
identiquement nulle lorsqu'on remplace p^, Pj, ..., Pp+^ par les fonctions 
Pi(a7), . . ., ^p^i(x)y appelons x^ une valeur quelconque attribuée à la va- 
riable X. On a ici 

l'un des groupes a?,, a^j, . . ., a?^ précédemment définis, ou congru à l'un de 
ces derniers, est ici le groupe 

Xi^zi ûO^nz, . .m ûPp = â?Q ; 

le nombre $ correspondant devient alors égal lui-même à x^. Dans le 
produit qui définit la fonction F le facteur 

est nul et, par suite aussi, la fonction F. 

Ici encore, la fonction F définie de cette manière n'est pas continue, mais 
on peut la rendre continue, par un procédé analogue à celui employé un peu 
plus haut dans le cas de deux fonctions périodiques. 

Il résulte de là que si, parmi les n périodes des fonctions périodiques 
p,(a:), . . ., v„(x)y il y en a seulement j9 d'indépendantes, il existe au moins 
n — p relations distinctes entre ces fonctions. 

On voit en définitive que les relations existant entre des fonctions pério- 
diques caractérisent, pour ainsi dire, la dépendance de leurs périodes, ce 
que l'on pourrait exprimer ainsi : la condition nécessaire et suffisante 
pour que les périodes a,, aj, ..., a„ soient dépendantes est, qu'étant 
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données n fonctions périodiques quelconques non constantes v^ (x), . . ., 
^«(a?), de périodes respectives a^, a,, ..., a„, il existe une relation (') 
entre ces fonctions. 

Sachant éliminer a: entre deux fonctions périodiques i/(a?), p(a;)de même 
période, on pourra éliminer successivement j^< , y,, • • • » JO» entre p H- i fonc- 
tions /,(7^, ...,»), •••,//»^«(ro "M yp)j continues périodiques en 7,, 
J^2j •• 'iXp^ les périodes correspondantes étant les mêmes pour toutes ces 
fonctions, et Ton en conclura cette propriété plus générale. 

Étant données (p -h i)fonctions quasi-périodiques uniformément con- 
tinues i^i(x)y ^^2(^)7 •••? ^'/M-*(^)? définies sur un même champ absolu 
d^ ordre p, on peut former des fonctions uniformes F((?,, Pj, . . ., Pp+i) 
qui deviennent identiquement nulles lorsqu^on remplace v^^ v^^ . .., Vp^^ 
par les fonctions quasi-périodiques données. 

L'étude des fonctions de fonctions quasi-périodiques d'ordre quelconque 
est beaucoup plus difficile que celle des fonctions de fonctions périodiques. 
Si/,(a7), /a(ir), . ..,/rt(a7) sont des fonctions quasi-périodiques continues 
respectivement sur les champs A^, A^, ..., A„, la fonction continue 
F[/i(^)j/2(^)5 "'jfn(^)]^ est quasi-périodique sur le champ A résultant 
des champs A,, A^, . . ., A^,. Comme les fonctions f^^faj ---^fn sont elles- 
mêmes quasi-périodiques continues sur le champ A, on est finalement 
ramené à l'étude des fonctions de fonctions quasi-périodiques définies sur un 
même champ de périodes qu'on peut toujours supposer indépendantes. 
L'ordre de quasi-périodicité de ces fonctions est au plus égal à l'ordre du 
champ commun A, mais il peut lui être inférieur; cela dépend à la fois de 
la nature des fonctions f(x)y ..., fn(^) et de celle de la fonction 
F(/m "•»/«); cet ordre peut même s'abaisser jusqu'à o, c'est-à-dire que 
F(/^, ...,/n) peut devenir une constante. 



(1) Cest-à-dire une fonction continue uniforme F(ci,(^s, . ..,P;,) qui devient nulle lorsqu'on 
remplace Vi, Vf, . . m C/i P^c l^s fonctions données. 
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DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES 
UNIFORMÉMENT CONTINUES. 



Nous abandonnerons maintenant les fonctions quasi-périodiques simple- 
ment continues, pour nous attacher presque exclusivement aux fonctions 
quasi-périodiques uniformément continues en raison de l'intérêt tout parti- 
culier qu'elles présentent. 

Les plus simples parmi ces dernières sont évidemment les lignes trigono- 
métriques continues, c'est-à-dire les sinus ou cosinus dont les arguments 
sont proportionnels à la variable x\ ensuite les fonctions simples de ces 
lignes, et en particulier les polynômes entiers d'un nombre quelconque 
de sinus ou de cosinus ^ dont les arguments sont proportionnels à la même 
variable x^ les facteurs de proportionnalité étant égaux ou différents. 
Il est clair, d'ailleurs, qu'un tel polynôme peut toujours se mettre sous la 
forme d'une somme de sinus ou de cosinus dont les arguments sont aussi 
proportionnels à la variable x. Les fonctions qui sont représentables de 
cette manière forment donc, abstraction faite des périodes qu'elles ren- 
ferment, une classe particulière, un ensemble bien déterminé E, parmi 
les fonctions quasi-périodiques uniformément continues. 

Les fonctions de l'ensemble E qui sont attachées à un même champ de 
périodes données a^, a^, ...,«„ (indépendantes ou non) peuvent toujours 
se mettre sous l'une des deux formes suivantes : 
1® Sous la forme d'un polynôme entier P(^) en 

If* 'Y* ne X aXà 

cos27r— j cos27r— j •••) COS27C — 3 sin27r — > •••> sin27r — ; 

2° Sous la forme d'un nombre fini de termes de la forme 

//?i, m, /?î,A „ . /m, /w, . . 'W/iX 

\a, ai an) \ «, a, «« / 

où m,, ma, . . ., m^ désignent des entiers quelconques, positifs, négatifs ou 
nuls. 

E. 21 
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Au moyen de ces fonctions élémentaires, on peut obtenir les fonctions 
quasi-périodiques uniformément continues, par un procédé qui semble 
prendre, dans un certain champ d'études, une importance de plus en plus 
considérable; je veux parler du procédé qui consiste, partant de fonctions 
bien connues ou bien caractérisées, à en obtenir une classe nouvelle en 
considérant celles qui sont des limites des premières. 

Envisageons les fonctions qui peuvent être considérées comme des 
limites de fonctions appartenant à l'ensemble E. Si Ton ne fait aucune 
hypothèse sur la façon dont la limite est atteinte, les fonctions ainsi définies 
ne possèdent aucune propriété particulière, si ce n'est qu'elles sont ponc- 
tuellement discontinues. 

Supposons, au contraire, qu'on fasse les hypothèses suivantes : 

1'' Les fonctions P,(a;), P2(^), ..., Pv(-^), de l'ensemble E, gui ont 
pour limite /(x)j sont des fonctions quasi-périodiques attachées à un 
même champ A de périodes a,, «a, . . ., a„; 

2** La limite f(^x) est atteinte uniformément relativement à V ensemble 
de toutes les valeurs réelles x. 

Nous savons ( * ) alors que /(a;) est une fonction quasi-périodique unifor- 
mément continue attachée au champ A. 

La première question qui se pose est de savoir si toute fonction quasi- 
périodique uniformément continue peut être obtenue de cette façon. Il en 
est ainsi effectivement, comme il résulte du théorème déjà cité de M. Bohl 
(p. 123) qui a pénétré par cette voie dans l'étude des fonctions quasi- 
périodiques uniformément continues. 

Toute fonction quasi-périodique uniformément continue sur le 
champ A peut être considérée comme la limite uniforme de fonctions 
élémentaires P(a7) attachées au champ A, ou encore, ce qui est l'expres- 
sion de la même propriété : 

Toute fonction quasi-périodique uniformément continue sur le 
champ A peut être développée en série uniformément convergente pour 



(«) Page i45. 
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toutes les valeurs x, dont les termes sont des polynômes (*) quasi* 
périodiques sur le champ A. 

Si, tout en supposant la convergence uniforme, les fonctions Py,(x) 
n'élaient plus assujetties à être attachées au même champ de périodes, 
leur limite /(a;) déQnirait une fonction jouissant encore de propriétés très 
particulières, analogues à celles qui caractérisent les fonctions quasi-pério- 
diques uniformément continues. On obtiendrait ainsi une généralisation 
correspondant, pour ainsi dire, au cas où l'ordre du champ devient 
infini» 

Mais il faut remarquer que les fonctions quasi-périodiques simplement 
continues ne peuvent en aucune façon être obtenues par ce procédé. 

Les développements précédents des fonctions quasi-périodiques unifor- 
mément continues sont très importants en ce sens qu'ils convergent uni- 
formément dans un domaine infini, mais ils ne sont pas uniques; ils corres- 
pondent à ce théorème relatif aux fonctions périodiques continues : 

Toute fonction périodique continue peut être considérée comme la 
limite, atteinte uniformément, d'une suite finie de Fourier. 

Il est donc naturel de se demander si, pour une fonction quasi-pério- 
dique uniformément continue, il n'existe pas, sous des conditions analogues 
aux conditions de Dirichlet, un développement qui réunisse les deux avan- 
tages de la série de Fourier vis-à-vis des fonctions périodiques continues, à 
savoir : 

1° Le développement est uniformément convergent pour toute valeur x; 

2® Il est unique. 

De tels développements existent en général, et nous en obtiendrons deux 
formes distinctes importantes. C'est par la considération des fonctions 
associées et de leurs développements en série que nous arriverons au but. 
Or, les fonctions associées sont, à part la continuité et la périodicité, des 
fonctions quelconques de plusieurs variables; il est indispensable que nous 



(M En appelant /7o/^/tome5 quasi- périodiques des polynômes des fonctions trigonomé- 
triques sinus et cosinus. 



(2) 
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' présentions quelques remarques importantes au sujet de leurs développe- 
ments en série de Fourier. 



DEVELOPPEMENTS EN SERIE DE FOURIER DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

Soit F(x,, a?2, ..., ^/i) ^^^ fonction continue périodique en ;r^, jCj, ..., x^ 
de périodes Ui^ Ui^ . . ., a„. Une telle fonction est en général développable 
en série de Fourier. Parmi toutes les formes que Ton peut donner à ce 
développement, nous adopterons la suivante : 

(0 F(a:,, ar„ . . ., Xn) = V Acos27r( mj — -+- m, — -h. . . ^-m„ — ) 

sinaTT ( m, — î- + m, — i -+-.. . H- m„ — ) 

OÙ le second membre est une série multiple, et m,, /Wj, . . ., m^^^ des entiers 
prenant toutes les valeurs positives, négatives ou nulles. De plus, nous 
supposerons que les coefficients (A, B), (A', B) correspondant respecti- 
vement aux deux systèmes d'entiers (/??,, m^, ...,/w„), (— //«i, — /w^, ...,/«„), 
vérifient les relations 

Ar=rA', B=:-B'. 

Dans ces conditions, si la série du second membre est uniformément con- 
vergente, les coefficients s'obtiennent par les formules 

)A=: / / ••• / F(j:i,wC2, . . .,a?„)C0S27r ( /ni — -h. . .-hm„— îi Wx,^j:,...^Jfl, 

B=z 1 I ••• f F(j?,, JT,, . . ., j:„)sin 271 ( mj — -h. . .-+- m„— ) rfj?,ûf^, ...^»ï?«; 

de sorte que, si un tel développement existe, il est unique. 

Il ne faut guère songer à déterminer les conditions nécessaires les plus 
générales pour assurer l'existence d'un tel développement, et les cas dans 
lesquels la série précédente, où l'on détermine les coefficients A et B par 
les formules (2), est convergente. On se heurte là à des difficultés plus com- 
plexes encore que celles que l'on rencontre dans le cas d'une variable. Il 
est toutefois des cas très étendus, et notamment lorsqu'il existe des dérivées 
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partielles continues, où la convergence de la série 

(3) V AcoS27r(mt — 4-/n,— H-. . .-+- m;^ — W BsinaTrfmj — 4-. . .4- /n^ — ) 

est certaine [A et B désignant les quantités (2)]. 

Pour citer un exemple précis, démontrons avec M. Bohl que lorsque les 
dérivées 

dxP^ dxP^ . . . dxP;^ 

existent, sont continues et périodiques, pour 

/>,<Pi, />,<P„ ..., /?„<P„, 
la dérivée 



dx\^ dx^^* . . . dx*f^ 



est développable en série de la forme (3) (qui est alors absolument et uni- 
formément convergente) si 

Cela revient à établir que la série (3), définie au moyen des formules (2), 
est absolument uniformément convergente si les dérivées 



(4) 



sont continues et périodiques pour 

Pour cela, remarquons que les coefficients A et B peuvent s'exprimer en 
fonction des dérivées partielles successives de la façon suivante : 
I** Les entiers /n,, w^, . . ., m^^ sont tous différents de o; on a alors 

K /^i/^« /^- c^Pt-H...H-p.F / ^ ^ p,+P,_^...._^.p A 
A = — p — 5 5- / / ••* / ^^ ^ p — 3-p-COS2 7r{ m, h...-hm« 1 -. ]dxidxi...dx„, 

B = — p — p p- f / •• / . p . p — T-p-sm27r( m,-^ -+-... H- m^j h — î 7 ? )e/j:,e/a;,...éfo«. 
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K désignant une constante égale à 



K = 



(a7r)P.^.. -^P. a\ P» a\~^* . . . a\-^' 



On obtient immédiatement ces formules en intégrant par parties leurs 
seconds membres; dans les intégrations successives interviennent les 
dérivées 

où/>|, /?2, ...,/?^ prennent toutes les valeurs entières respectivement infé- 
rieures ou égales à P,, Pj, . . ., P„. Or, puisque la dérivée -r^^ ^-p;; est 

finie, inférieure en module à un certain nombre fixe, que l'on peut désigner 
par 1 j9 on voit que, 

iakI «^ 



BK 



I KM 



mÇ* m\* . . . mj" 



'j.^ Certains des entiers m,, /Wj, . . ., m„ peuvent être nuls; supposons par 
exemple que les seuls entiers différents de o soient m,, m^, ..., mj^. On 
peut écrire dans ce cas 



(î>) A=— p — r ^-p- / / .-. / , p , p T-p7C0S'i;r(m|-i+...-hmA — -+ 

m^* mj« . . . m JVo ./o -^o da:\^ dx\^ . . , dxf,^ \ «i a^ 



— j I dxi dx^ ... dXf, 



et une formule analogue pour B, K' étant une autre constante égale à 

Comme la dérivée figurant au second membre de la formule (5) possède, 
en valeur absolue, un maximum r^-z r-r» on aura encore 



|A|< 
B|< 



KM' 



m^» ... m 



KM' 



mP. . . . mî* 
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Les nombres K, K', M, M' et, par suite, KM, KM' ont un maximum 
absolu, C. On pourra donc écrire dans tous les cas 

|A|< 

|B|< 





C 




m';. 


c 


•<" 


m\^ 


m\^.. 


•"»»" 



en convenant de remplace^* par l'unité ceux des entiers m,, m^, ., .y m^ qui 
seraient nuls. Or la série multiple, dont le terme général a pour expression^ 
avec les mêmes conventions relativement aux entiers nuls, 



Wv = 



I my my . . . mîj» 

est convergente si 

P,>2, P,^2, ..., P„>2; 

en effet, en se bornant aux valeurs positives des entiers m, ce qui est permis 
puisque le nombre des combinaisons de signe est limité, on a 

le second membre étant ainsi le produit de n séries convergentes. 
La proposition est établie. 

Il y a d'autres cas où le développement d'une fonction F(a;,, rc^, . . ., x^^ 
est possible sous la forme (i), les coefficients A et B étant déterminés par 
les formules (3); on les obtient en imposant à la fonction F des conditions 
d'une autre nature, analogues aux conditions dites de Dirichlet, dans le 
cas d'une seule variable. 

Nous dirons que la fonction Yix^^x^^ ...,a;^), supposée continue^ pério- 
diqucy satisfait aux conditions de Dirichlet si elle possède les propriétés 
suis>antes : 

I® Toutes les fonctions d'une variable telles que F(a7, , a?J, orj, . . ., a?®), 
obtenues en donnant à (n — i) des variables des valeurs fixes y satisfont 
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aux conditions de Dirichlet, c'esl-à-dire que dans tout intervalle fini le 
nombre de leurs maxima et de leurs minima est limité ; nous le suppo- 
serons de plus inférieur à un nombre fixe (jl. 

1^ Donnons dans F des valeurs fixes quelconques kx^^ x^^ . . ., a7„. Nous 
supposons que la fonction de x^ 

* ( ^1 ) = F (^1, ^t H- /*t, • . . , ^/i + An ) — F(a:i, a:», . . . , J?;, ), 

si elle n^ est pas constante^ possède^ dans l'intervalle oSx^la^, un nombre 
de maxima et de minima inférieur à (x; h^y . . .» ^» sont des constantes 
quelconques, voisines de o; la même propriété doit avoir lieu relativement 
aux autres variables.. 

Ces conditions sont ce que Ton pourrait appeler des conditions de Di- 
richlet du second ordre; mais dans la suite nous dirons toujours, pour 
abréger, qu'une fonction de plusieurs variables satisfait aux conditions de 
Dirichlet si elle possède l'ensemble des propriétés i et 2. 

Nous allons montrer que si une fonction F satisfait à ces conditions elle 
est développable en série de Fourier, et je me bornerai pour la démonstra- 
tion au cas de deux variables; l'extension au cas d'un nombre quelconque 
de variables n'apportant qu'une complication inutile de notations. 

Soit donc F(a7, y) une fonction continue périodique de périodes a et & 
satisfaisant aux conditions de Dirichlet. Posons 



(6) 



Am,»=^/ / F(^,7)cos27rfm:^-4-n:^jûfj7c(y, 
B,„,;,=:^y J l^{x,y)%m'n:im^-\-nÇ\dxdy, 
et envisageons la série 

OÙ m, n prennent toutes les valeurs entières, positives, négatives ou nulles. 
Rappelons brièvement ce que l'on entend par la convergence d'une telle 
série. Choisissons deux axes de coordonnées, et au point de coordonnées /n, n 
plaçons le terme «;„,„, le terme Wo,ô occupant le centre du Tableau T ainsi 
formé. Le Tableau T est convergent si, choisissant une suite de courbes fer- 
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méesGi, C^, ..., C,,^ ... qui grandissent indéfiniment dans tous les isens au- 
tour de l'origine, la suite des quantités obtenues en formant la somme des 
termes compris à l'intérieur de chacune d'elles est une suite convergente. 
II est clair que si la convergence a lieu pour une suite particulière de 
courbes G,, C2, . ., Cky • • • (fig- 3), elle a lieu également pour toute autre 

Fig. 3. 




suite C,, Gj, ..., C\^ ..., pourvu que celles-ci grandissent indéfiniment 
dans tous les sens en s'éloignant de l'origine. Pour étudier la convergence 
du Tableau T, on peut donc se borner à la recherche de cette conver- 
gence relativement à une suite particulière de courbes G^, par exemple 
des rectangles de centre O, dont les côtés parallèles aux axes s'éloignent 
indéfiniment. 

Geci posé, considérons la série (7), et formons la somme des termes 
compris dans le rectangle (ou sur ses côtés) a; = ± w, y = db n. Si Ton 
remarque que le terme général de la série (7) s'écrit, en tenant compte des 
formules j;[6), 

^jyF(«,(3)cos27r(,^e^ + nê^)rfa^l3, 
on a pour l'expression de cette somme 



^Wf» — 



ab 




-m a =— n 



Or la double somme qui figure dans l'intégrale du second membre s'ob- 
E. 22 
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tient aisément. En posant, en effet, 

a — X (3 — r 

on a à calculer 



a b 



V Vcos(;>w -^ q v) ~^^^(lO%pu cosq V ^^^^iinp u %\ïïq V. 
Or 
y' y^sin/?asinç^=: o et V V cos/jucosçi^rrz V cos/?w ^1 cos^i^; 

comme 

sin(2m-hi)- sm(2/n-i)- 

2^C0S/>l/=: , 2^C0S^^'= , 

sîn - sin - 

il vient finalement 



/ / sin(am-hi)7C 



sin(2/n- i)7T- , 
sinTT ^ ^ 



Il s^agit de voir si cette somme a une limite, lorsque met n grandissent 
indéfiniment par valeurs entières positives. 
Mettons-la sous la forme 



sin(2m-M)7r / 

smTT / 



sin(2n4-i)7r " . ^ 



en posant y = ir ^H"' '^ deuxième de ces intégrales s'écrit 
TTJ „ \ "^ t: / suiy ' 



(8) 
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D'après les propriétés connues ( * ) de ces intégrales, on voit que pour n =00 
J a comme limite, puisque F est une fonction continue périodique, 

Mais il y a plus ; en raison des conditions que nous avons imposées à la 
fonction F(x, y)^ l'intégrale (8), lorsqu'on fait varier a et jk? tend uniformé- 
ment vers b F(a, y), c'est-à-dire qu'étant donné e positif, on pourra trouver 
un entier v tel que, pour /i = v, on ait, quels que soient a et y, 

|J-6F(«,r)|<e. 

La démonstration de cette propriété étant assez longue, je Tai placée 
dans une Note (Note II) à la fin de ce travail. Admettons-la pour l'instant. 
On peut alors écrire 

avec 

hl<£ 

lorsque /i^v et quels que soient a et y. L'expression de S;„,« devient 
I sm(2/yn-i)7r a 

Or, la fonction F (a, y) satisfaisant aux conditions de Dirichlet, l'intégrale 



"/ ''- 



sin(2/n -M)7r 

sinTT 



tendra, pour les mêmes raisons, uniformément vers F{x,y)j c'est-à-dire 
qu'on pourra déterminer l'entier positif (x de façon que, pour m^(jL on ait, 
quels que soient Xj y y 

|l-F(a;,y)|<|; 

(*) Picard, Traité d^Analyse^ l. I, p. 217-29.7. 
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d^aiUeurs 



\-îif. "'" 



<P 



de sorte que .finalement, sous les seules conditions 



on aura 



|S;»,„-F(^,7)|<2i; 



la série (7) est donc uniformément convergente et a pour somme ^{x^y). 
Pour terminer cette question, voyons quel est en général Tordre de 
petitesse des coefficients A;„^„, B„, „. On peut écrire 

A;n,/»= ^/ COSaTT^e/pJ F(«,P)COS27r^flfa 

Tf sinaTT— ^e/p / F(a, j3)sina7r — ^a. 

Or, laissons p fixe, et considérons la fonction de a, F(a, P), dans un inter- 
valle (g^ A), où elle varie dans le même sens. On peut écrire, diaprés une 
propriété connue, en supposant, par exemple, que F(a, P) décroisse dans 
Tintervalle (^, A), 

/F(«, (3)cosa7r — -d(x~f{g,^) 1 co^in— d(x 

ml . mg 

sm27r — ^ — smaTT— ^ 
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pétant compris entremet A; on aurait une formule analogue si F(a, P) 
croissait de ^ à A. D'après cela, on voit, en désignant par — le maximum 
de la valeur absolue de ¥{x^y)^ que 



/ F(a, (3)cos27r dct 



< " 



\ni\ 
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OU encore, en appelant \i^ le nombre des maxima et des minima de la fonc- 
tion F(a, p) (P fixe), 

Mfx, 



IX 



F(a, P)cos27r da 





^'iml 



Si nous supposons que y P variant , [/.p reste inférieur au nombre fixe pi, 
il vient en définitive 

A A 

Si le nombre des maxima et des minima de la fonction F(a, P) (a fixe) a 
une limite supérieure lorsque a varie, on aura de même 

|A,„,„|<^, |B,„,J< ^' 



\n\ • • ^ \n\ 



et, en combinant ces deux sortes d^inëgalités, 

G C 



Les coefficients A;„„ diminuent, en général, comme , > mais il est 

V m* H- n} 

de nombreux cas où l'on peut trouver pour ces coefficients une limite infé- 
rieure à la précédente. 

Supposons que la fonction ¥{x^y) périodique en x^ y admette des 
dérivées partielles du premier ordre continues, satisfaisant aux conditions 

de Dirichlet, et que de plus le nombre des maxima et des minima de ^> -r-y 

considérés comme fonctions d'une variable, ait une limite, supérieure. On 
trouve immédiatement 

A;„«=: r / / 3-sm2 7r( 1 — f']dscdy 

I r rà¥ . /mjc ny\ , . 

1 r fàF (mx . ny\. . 

= / / T~C0S27r( \- -^\dxdy, 

2i:na J J dy \ a b ) ^ 
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/11? /Î17 

de sorte qu'avec les hypothèses faites sur -p et ^ on peut écrire successi- 
vement 

C C 

I m I y m* -H n" | m | v m* 4- /i* 

I /i I y/n* -h «* I n ) y m* -h n- 

elj en combinant ces inégalités, 

/i* I? /}' 1? 
Supposons de même que les déris?ées partielles g-^> ^-^> supposées 

continues, périodiques^ satisfassent aux conditions de Dirichlet et pos- 
sèdent , considérées par rapport à chaque variable y un nombre de maxima 
et de minima inférieur à un nombre fixe. On aura alors 

et des formules analogues pour B„,,„. On conclut de là, 

|A„.J<— -4=^, \B„,„\<- 



et, par suite, 

C G 

|A„,„|< ,-, |B,„,„|< 



dans ce cas la série uniformément convergente 

F(-^> y) =^Am,nC0S2T:(ni ^ -h /i^J 4- B,„,„ sinaTT^/w ^ 4- /i-^ j 

^5^ absolument convergente. 

En continuant de proche en proche, on voit que si les dérivées j-jy ^-^ 
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satisfont aux conditions que nous avons énoncées plus haut pour -j-^y ^> 
on aura pour A;„,„, B^ „ une limite supérieure de la forme 



Le cas de deux variables s'étend immédiatement au cas de n variables. 
Si la fonction F(X|, arjj • • •> ^»)j continue périodique, satisfait aux condi- 
tions dp Dirichlet, elle est développable en série de la forme 

(9) ^^m,,m,,,..,rn,C0S2i:(^m,^^ ^, . .^ nin^^ 

(ce \ X \ 

«1 «« / 

les coefficients A et B sont donnés par les formules (2), et l'on a 

(10) j 

De plus, le développement considéré est le seul développement unifor- 
mément convergent de cette forme capable de représenter la fonction 
donnée, les coefficients A et B étant, bien entendu, supposés satisfaire aux 
conditions (10). 

f^p p Ap p f^p p 

Knfin si les dérwées -r-pi ^-p, •••> -5-^7 sont continues y salis/ont aux 

conditions de Dirichlet, et ont, par rapport à chaque variable y un nombre 
de maxima et de minima qui reste inférieur à un nombre fixe y on a(*) 

I Amt, . . ., OT„ I < -" 



IH' 



(m* -h mj -+-... -4-/71*) • 

I Bm,, m,, ,.., m„ | "< t±l^ 

(mî-h/w5^-...-+-mJ) * 
de sorte que si p^n la série (9) est absolument convergente. 



( 1 ) .On exclut bien entendu la combinaison mi = /nj = . . . = /n^ = o. 
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Nous avons obtenu, en résumé, un certain nombre de caractères assurant 
dans la plupart des cas la convergence de la série de Fourier, convergence 
qui résultera généralement, soit de Texislence de dérivées partielles conti- 
nues périodiques (p. i65), soit des conditions de Dirichlet (p. 167). Dans 
tous les casy lorsqu'il existe, ce développement est unique. 

Les fonctions continues périodiques de plusieurs variables qui ne sont 
pas développables en séries de la forme (3) constituent une exception, au 
même titre que les fonctions continues périodiques d'une variable non déve- 
loppables en série de Fourier. La plupart des propriétés que nous étudie- 
rons seront indépendantes de Texislencc de ces développements; ceux-ci 
n'interviendront que pour permettre de donner aux résultats une forme 
particulière simple, précise, unique et caractéristique. 

On a supposé jusqu'ici que la fonction F était périodique par rapport 
à chaque variable. Soit F(a7,, Xj, . . . , x^) une fonction continue qui admet 
p périodes propres distinctes. Nous savons qu'il existe une substitution 
linéaire à déterminant non nul qui transforme la fonction F en une fonc- 
tion $(^i,jK2» •••? JK/iî»*-" •••)/«) périodique séparément par rapport aux 
variables j^,,j^2, ..., y p. Si b^jbi. -.", bp sont les périodes correspondantes, 
on pourra écrire, en général, 

— ^Acos27c(w|^ -h/?!,^ -4-...+ m^-p j-i-Bsin27r//n|ii +.. .4- m^^ j, 

les coefficients A et B étant ici des fonctions de JK/h-o • • •? JK» données par 
les formules 

Par la substitution inverse on obtiendra un développement contenant 
explicitement les anciennes variables et l'on aura, en quelque sorte, séparé 
les éléments périodiques qui entrent dans la fonction F(x,, . . ., a;«); quant 
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aux coefficients A et B ils ne seront pas, en général, périodiques. Ceci ne 
suppose rien sur la réductibilité des fonctions F ou $. 

Si la fonction F est réductible à q variables et périodique d'ordre />, on 
peut la développer en une série dans laquelle les coefficients A et B con- 
tiennent seulement q — p variables, et il est impossible de former un déve- 
loppement trigonométrique dans lequel ces coefficients contiennent moins 
de ^ — ^ variables. 

Soit F (a;,, rr 2, ...,a7;j)une fonction, de périodes a^^a.^^...^an par rapport 
aux variables respectives rr^ , Xj, . . . , a/n, que nous supposons développable en 
série uniformément convergente de Fourier. Si elle est réductible à p va- 
riables, nous savons que par une transformation de la forme 

(il) \ \ [l{ entiers, 

on peut la ramener à la fonction irréductible $(y« , y%^ . • • ? ») périodique 
^^ JKn JK2? • • •) ^/i de périodes ai, ag, . . ., a^^. On peut développer $ en série 
uniformément convergente dont le terme général sera de la forme 

(12) kc,0^'lTt(qM-^qM -^..,^q^,LL\^)i^\^^^ 

Si dans les termes de cette série on remplace y,, y^-, * ^-t yp par leurs 
expressions (i i), on retombe sur la série primitive en a;,, a\,, . . ., x„. 

Si les périodes a, , «2, . . ., a^, sont indépendantes, et si Ton détermine a|, 
aa, . . ., a^ par les formules 






le développement (12) coïncide avec le développement primitif chaque fois 
que Ton fait 

^i = j^t = "'^^H=yi = -"=yp=^' 
E. 23 
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Faisons encore la remarque suivante : soit F(x,, a^j, .•., a;^) une fonction 
continue de périodes ai, a^, . . ., a,,, et développable en série uniformément 
convergente de Fourier 



( 



'3) Ao + yiAcosaTrl/ni— -+-... -h m„—) -h BsinaTrf mj — -H. . .-f- /n„— ), 



la combinaison /w, = w, = . . . = //î„ = o étant exclue dans les termes qui 
figurent sous le signe V- ^^ ^ P^"^ 1^ constante Ao 



(i4) 






L^intégrale du second membre est étendue au domaine parallélépipédique 
dontl'origineestunsommet, et(a,,o, ...,o), (o,a2,o,...,o), ...,(0, ...,o,a^) 
les coordonnées des sommets adjacents à l'origine. Considérant ce parallé- 
lépipède P comme fondamental, on obtient tous les autres, en prenant 
comme sommets adjacents à Porigine les points de coordonnées 



(P') 



.... y .... y 



., Pi«n, 



., ^«ûf», 



OÙ les coefficients (x/ sont des entiers satisfaisant à la condition 



A=: 



FÎ • • • W* 



n 



= :i:i. 



Je dis que l'intégrale (14), si elle est étendue au parallélépipède P', 
garde au signe près la même valeur A^. Effectuons, en effet, la substitution 
linéaire 






^ an 



(i5) 



f» — ^1 Zl . ^î Jt 

:r —^'^ir ^ f^« tt 






la fonction F(a7,, a?,, . . . , o^;,) devient une fonction ^{yx^y^j • • •» JK«) ^^^^ 
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le développement en série de Fourier s'obtient en remplaçant dans (i3) 
a?!, Xj, . . ., iC;i en fonction de y,, ^j, . . ., j)/'» au moyen des formules (i5). 
L'expression 



devient 



«1 «1 ^n 



"1 «j «/* 



et les entiers p^ , /j^, . . ., ^^ ne peuvent être nuls que si Ton a 

/Hj = nti 1= , . . =z /Wu ^ o. 
Il suit de là que Ton a 

/ .../ *(yi,:)' yn)dyfdy„. 

Dans la deuxième de ces intégrales effectuons le changement de variables 
indiqué par les formules (i5); la fonction 4> devient F(iE:,, x^^ . . ., a;„), le 
domaine d'intégration devient justement le parallélépipède P', et l'on a 
d'autre part 

d'où, par conséquent, 

ce qui établit la proposition. 

Si l'on remarque que la fonction F étant développable en série de Fou- 
rier, il en est de même de la fonction Fcos27c(m, — -+-... -h m,— ), on 
voit que le même théorème s'applique aux intégrales 

//.../ Fcos27r(/Wi— +. . .-l-/n„--^ j rfj?,. . . ab:„. 
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J'établirai maintenant une propriété d'une grande importance et qui 
nous permettra, dans un grand nombre de cas, de donner aux développe- 
ments trigonométriques une forme spéciale. Pour plus de simplicité je me 
bornerai dans l'exposition au cas de deux variables. 

Soit F(xj y) une fonction continue de périodes aet b en x^ y. On peut 
toujours déçelopper cette fonction en une série simple uniformément 
con^'ergente de la forme 

(i6) F(^,j^)=2[AA-HU;t(^,/)]; 

Aj^ est une constante, ^^ki^^y) une somme finie de termes de la forme 

(17) A;„,„cosa7r(/w ~ -+- «xj -f- B;„,„ sinaTrf m- -+- '»*l)» 

où m et /^ désignent des entiers quelconques, positifs, négatifs ou nuls, la 
combinaison /n = /^ = o étant toutefois exclue. 

Considérons l'expression co^irAm- H-^x) par exemple, où m et n 

sont des entiers donnés fixes; elle peut figurer dans plusieurs termes Uj^; 
d'une façon générale désignons par AJ^ son coefficient (qui peut être nul) 

dans Ujt; la série ^ A.\ est convergente. Il suffit pour le voir d^effectuer 

terme à terme (ce qui est possible à cause de la convergence uniforme) 
l'intégration 

F(a', y) cos27r^/w ^ 4- /i| j dxdy. 



Cette intégrale représente précisément la somme ^1 A)^. En particulier, la 
série formée avec les constantes A^^ est convergente, et nous poserons 



^(1 f>b 



de sorte que Ton pourra mettre le développement (iG) sous la forme 

(>8) ¥(x,y) = K+^V,(x,y), 
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Vk étant, comme nous l'avons dit, une somme finie de termes (17) où les 
entiers m, n ne sont jamais supposés nuls à la fois. 

Ceci posé, j'arrive au théorème sur lequel je veux appeler particulière- 
ment l'attention. 

Soient [Let)/ deux entiers fixes quelconques positifs ou négatifs. Sup- 
posons que dans le terme général Uj^ de la série (î8) on prenne tous les 
termes de la forme (ij) pour lesquels les entiers m et n sont de la forme 

p étant un entier quelconque posiiif ou négatifs et désignons par U)^{x^y) 
la somme de tous ces termes dans U;t, la série 

est uniformément convergente. 

Supposons d'abord les entiers ^etv premiers entre eux y et envisageons 
l'intégrale 



(19) 






la série (18) étant uniformément convergente, on peut effectuer cette inté- 
gration terme à terme, et l'on aura à calculer des intégrales de la forme 

/ co827r m- + /i^-hX(/ifA — mv) rfX, 

Or, ces intégrales sont nulles si l'on n'a pas 

Ai|jL — mv = o; 



si, au contraire, 



21 = - — p (p nécessairement entier), 

/JL V '^ '^ 
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elles sont égales, respectivement, à 

cos27cpf |x — ï-^ ^)» siny7r/>(|x — •"^t)» 

de sorte que Tintégration relative au terme U^ donne précisément U/^. La 
série V u^ est donc uniformément convergente et a pour somme 

On remarquera que si Ton pose 

la fonction S|t,v est une fonction de la seule variable Zy périodique et de pé- 
riode 3TC par rapport à cette variable. D^ailleurs, on a manifestement 

Supposons maintenant que les entiers [x et v aient un diviseur commun, 
nous les désignerons par |x' et v', réservant les lettres [x, v aux quotients 
de jx' et v' par leur plus grand commun diviseur y, 

fi! — î^ — 

De même nous désignerons par Uj^ la somme des termes de Uj^ pour 
lesquels m = />(x', /i = ^v', et enfin par Uj^ la somme des termes de U^ pour 

lesquels — = -• Il est bien facile de voir comment on peut déduire u^ 

de w*. Soit, en effet, 

Acos2 7r( m — i-/i^)-t-Bsina7r(m- -+-'*^) 
un terme de u^ ; on peut l'écrire 

Acosa7r/>^(|x^ -*- v^ j -h B sin2 7r/>ç(fx- -hv^ j; 
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il appartient donc à u^. Si nous posons 

nous sommes finalement ramenés au problème suivant : 

Étant donnée une fonction S^^>,(z) de période aie, développée en une 
série uniformément convergente de la forme 

U/^(z) étant une somme finie de termes de la forme 

Acosn^ + Bsinfi£; 

si ron prend dans u^(z) tous les termes de cette forme pour lesquels 
l'entier n est un multiple de l'entier ^e q^ et désignant leur somme par 

Uf^i^z) il faut montrer que la série 2"a(^) ^^^ uniformément conver- 
gente. 

Or, cette dernière proposition est immédiate; il suffit en effet de former 
la somme 

(20) ijs,.v(.)-4-S,,v(. + ^)+...H-S,,v(.-H^-^^^)j 

pour obtenir une série dans laquelle tous les termes pour lesquels n n'est 

pas un multiple de q sont éliminés. Il reste finalement la série 2"a(^) 

dont la somme est égale à la quantité (20). La proposition est com- 
plètement établie. 

Ainsi les séries que nous venons d'étudier sont, dans tous les cas, unifor- 
mément convergentes; leurs sommes Sja,v sont indépendantes des séries 
particulières qui ont servi à les définir, puisqu'on peut écrire 

si (X et V sont premiers entre eux; si au contraire |jl' et v^ sont deux entiers 
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admettant q comme plus grand diviseur, en posant 



^ q q 



on écrira 



(ai) S^'y=zl I |F(a:--avX,/-h6fx^) -hF^o: H- - — avX,yH hbixkj-h... 

Démontrons encore que, lorsque l'un des entiers |jl, v, ou tous deux, 
augmentent indéfiniment^ les fonctions correspondantes Sj^^v ont pour 
limite o. 

Supposons, par exemple, (x et v premiers entre eux. La série (i8) étant 
uniformément convergente, on pourra écrire 

F(^, y) = Ao-+- F,(^, y) H- R(j:, 7), 

F, (a?,/) étant une somme finie de termes de la forme (i7)(/n = /i = o 
exclu) et R(a?, y) une fonction périodique inférieure en module à e, quels 
que soient x ei y i on peut prendre pi et v assez grands pour que F, ne 
contienne aucun terme pour lequel m=p\L^ n = p^. On aura dans ces 
• conditions 



et, par suite. 



et puisque 



on aura aussi 



Jf ¥i(x — avk, y -h bixk)cfk=zo 


S|i.,v=I(jLv — Ao= / U(ar — - rtvX, J -H 6/jlX) 



dl, 



|R|<e, 

I S,jL,v I < e. 



La démonstration ne demande presque aucune modification dans le cas 
où les entiers (x et v ne sont pas premiers entre eux. 

J'envisagerai maintenant d'une façon toute particulière les fonctions S^.v 
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correspondant à des systèmes d'entiers (jl, v premiers entre eux qui, 
à part cette condition, seront arbitraires, c'est-à-dire positifs, négatifs ou 
nuls, la combinaison [ji = v = o exclue; si l'un des entiers [x, v est nul, 
l'autre sera égal à ± i , les lettres [x, v employées sans accents seront dans 
la suite exclusivement réservées comme indices à ces fonctions. 

L'ensemble des fonctions S|i.,v est bien déterminé lorsqu'on connaît la 
fonction F(a:, y) et, lorsqu'on possède un développement trigonométrique 
de cette dernière, on obtient immédiatement les fonctions Sja,v sous forme 
de séries trigonométriques uniformément convergentes. Il faut remarquer 
qu'un couple d'entiers (x, v premiers entre eux donne naissance à quatre fonc- 
tions : S,i,vj S«tA,-v> S.|jL,vj Sji_v; on a manifestement Sj4,v = — S_,a_v, mais il 
n'y a pas, en général, entre les autres fonctions de relations particulières. 

On verrait aisément que deux fonctions possédant le même ensemble 
de fonctions S|a,v sont identiques. 

Une question très importante se pose immédiatement. Imaginons deux 
axes de coordonnées ox', oy'\ à l'origine plaçons le terme A©, et au point 





Fig. 4. 
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de coordonnées (x, v (premiers entre eux) plaçons le terme ^ Sp.,v» Nous 
formons ainsi un Tableau (T') dont la convergence se définira à la façon 
habituelle par la considération de courbes grandissant indéfiniment d^ns • 
tous les sens autour de l'origine {fig> 4)« 

Le Tableau (T') est-il convergent en général et, dans ce cas, quelle est sa 
somme? Le cas le plus simple est celui où F(a;, y) est la somme d'un 
nombre fini de termes de la forme (17). Le Tableau (T') se compose alors 
d'un nombre limité de termes dont la somme est manifestement égale 
àF(ar,y). 

E. a4 



l86 E. ESCLANGON. 

Dans tous les cas, si le Tableau (T') est uniformément convergent, sa 
somme est nécessairement égale à F(x, y). En effet, en désignant 
par F'(a7, y) la somme du Tableau (T'), cette fonction admet comme fonc- 
tions Sn,v celles qui figurent dans le Tableau (T'). Pour le voir, il suffit de 

remarquer que l'on peut représenter F' avec l'approximation - au moyen 

d'un nombre fini q de séries Sj^^v (*)• Dans chacune de ces dernières on 
peut prendre un nombre fini de termes de façon que le reste soit en valeur 

absolue inférieur à — de sorte que F' serait finalement représenté avec 

l'approximation £ par un nombre fini de termes de la forme (17) appar- 
tenant au développement de F(x^ y) et comprenant jusqu'à un certain 
ordre tous les termes de celui-ci. En choisissant des approximations £ de plus 
en plus petites, tendant vers zéro, on serait ainsi conduit à un développe- 
ment particulier de la fonction ¥'{x^y) dont la somme ne pourrait différer 
de ¥{x, y). 

Mais le Tableau (T') n'est pas nécessairement convergent, et le problème 
qui consisterait à rechercher les conditions les plus générales de cette con- 
vergence parait difficile. Il est pourtant des cas très étendus où cette conver- 
gence est assurée. 

Supposons que la fonction F(a;, y) soit développable en série de Fou- 
ricr absolument et uniformément convergente 

^{^yy) = K-^^^m.n^o^iTzim^ 4. /i ^ j -H B;„,n sin 27r(m - 4-/l^j, 
et posons 

«//!,« = A,„,„cosa7r( m- -f- «I j4-B,„,„ sinaTrfm- ^ n^y 

A côté du Tableau (T') considérons le Tableau (T), obtenu en plaçant 
au point de coordonnées m, n le terme tt^,„, et au point O {fîg. 5) la 
constante Ao. Le Tableau (T) est, par hypothèse, absolument et uniformé- 



(') On suppose, et c*est toujours possible, que les fonctions Sjjl,v ont été obtenues au 
moyen d'un développement en série de la fonction F(ar, y)^ développement de la forme (i8) 
par exemple. 
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ment convergent et a pour somme F(a?, y). Les séries Sjj^^v s'obtiennent en 



Fig. 5. 



««'/» 



considérant tous les termes de (T) situés sur une même droite issue de l'ori- 
gine, à l'exclusion de la constante A^. 

11 est évident d'abord que les séries Sj^^v sont absolument convergentes. 
Le Tableau (T') est lui-même absolument convergent. Soit, en effet, 
$(a;,y) la somme du Tableau (T,) obtenu en remplaçant dans(T) chaque 

terme u^^^ par son module, et soit de même(T',) le Tableau obtenu en 

S 
remplaçant dans(T') chaque terme -^ par son module. Il est clair que 

dans le Tableau (T^) la somme des termes contenus à l'intérieur d'une 
courbe C quelconque est toujours inférieure à$, ce qui établit la conver- 
gence absolue du Tableau (T'). On pourrait considérer la proposition comme 
établie en vertu d'une remarque faite plus haut, mais à cause de son impor- 
tance j'en donnerai une démonstration directe. 

Soient une suite de courbes G,, G^, . . ., G,,, ... grandissant indéfiniment 
dans tous les sens autour de l'origine, par exemple des rectangles de 
centre O; traçons ces courbes à la fois dans les Tableaux (T), (T,), (T') 
et (T,). Désignons par Fp(a;, y) la somme des termes de (T) contenus dans 
la courbe G^ et par ^p{x^ y) la somme des termes de (T, ) contenus dans G,,. 
Le Tableau des modules (T,) étant convergent, $^ a pour limite <b. Dési- 
gnons de même par F'^(a;, y) la somme des termes de (T') contenus 
dans G^. La somme F'^(a;, y) contient d'abord tous les termes de F^(a:, y)^ 
plus les restes des séries Sji.,v quand on arrête celles-ci à la courbe G^. On a 

donc 

|F;(^,7)-Fp(a7,7)|<*-*^. 

Or, $ — $y, a pour limite zéro, donc F' (x, y) a une limite, et cette limite 
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est celle de Vp(x, y)^ c'est-à-dire F(x^y). Comme la suite $,, ^j, ..., 
$^, . . . est uniformément convergente, il en est nécessairement de même de 
la suite F, (x, 7), . . . , F^(x, y ), . . . . 
On pourra donc écrire dans ce cas 

le second membre (*) représentant la somme du Tableau uniformément 
convergent (T'). D'ailleurs, si un tel développement est possible, il est 
unique, puisque les fonctions S^^y, qui y figurent sont données par les inté- 
grales I^,v— Ao- 

Les résultats précédents s'étendent sans difficulté aux fonctions pério- 
diques d'un nombre quelconque de variables. 

Soit F(a?|,X2, ..., Xn) une fonction continue périodique en x<, ar^, ...,x„, 
de périodes Uf^ a.2^ . . ., a„. En posant 

a^a^, . . an j^ j^ j^ 

on peut toujours développer F en une série simple uniformément conver- 
gente 

(23) F^zA^-h^Ua 

où U;fc est une somme finie de termes de la forme 

(24) Acos2 7r(/n, ~ H-...-I- /w„ — Wb sinaTTi wi — -4-. . .-h /n„ — ) 

dans lesquels m,, m^^ . . .^m^ sont des entiers positifs, négatifs ou nuls, la 
combinaison m, = m, = . . .= m^i = o exclue. Si Ton se donne arbitraire- 
ment les entiers fixes quelconques [x^, (Xj, . . ., (x^ et si, dans U^^, on prend 
tous les termes de la forme (2^) pour lesquels 

/7î, m, m„ 

f^I "" Fl l^n ~^' 

(1) Le facteur ^ provient de ce fait qu'au icrme S^^*, correspond son égal S-jjt,-v 
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p étant un entier quelconque positif ou négatif, et désignant par u^ leur 
somme, la série ^ Uj^ est uniformément convergente. On distinguera 
encore deux cas : 

I** Les entiers (x,, (jl^, .. ., (x^^ nWt pas de diviseur commun. Alors la 
somme de la série Vw* peut s'exprimer par une intégrale définie simple, 
que Ton obtiendra de la façon suivante : Soit un Tableau de n{n — 1) entiers 



assujettis à ces conditions qu^il y ait dans ce Tableau un déterminant 
d'ordre (/^ — i) différent de zéro et que Ton ait, de plus, 



Considérons ensuite les formes linéaires en X,, X^; . . ., X„_, 

Pi = a, (/•; ^1 + rJX, ■+-. . . -H /•»_! >„.0. 
Pi = «î ( '•? >i -H + ^' -, ^«- 1 ), 



P;i= ««(^î^i-i- -H '•«-, >/i-i); 



la série A© 4- ^ '^a ^ alors pour somme l'intégrale 



On aura ici encore 



S|A|,|i, fi»— ^"A — Iii.t,m,...,|x,— Ao 



La fonction Sji.,^{^ ... j^^ est une fonction périodique, et de période 211, de la 
seule variable 
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2"" Si maintenant p-', , (i-^? • • -9 V-'n ^^^^ ^^^ entiers qui ont pour plus grand 
diviseur q, en posant 



^^. = 7' .... M»=^" 



on aura 



SiiLî.lxi,...,Itî.= -|Sjii.....,ï*»(^) + S,i.,...,,i,U -h —j 4-. . .-H S,t ^^(5 H j|. 

Envisageons enfin les fonctions Sj^^ ,4^ correspondant à tous les systèmes 
d'entiers (J^n (X2> •••> P-n premiers entre eux{^)\ on démontrera, comme 
précédemment, que si la fonction F(x, ^ ...jX„) est déi>eloppable en série 
de Fourier absolument et uniformément convergente^ la série multiple 

est uniformément et absolument convergente et représente 
de plus, si un tel développement existe il est unique. 

DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES 
UNIFORMÉMENT CONTINUES. 

Développements en séries de Fourier. — Soit/(x) une fonction quasi- 
périodique uniformément continue attachée au champ des périodes a,, 
«2, . . ., a„, celles-ci étant indépendantes ou non. 

Si les périodes sont indépendantes, la fonction associée sur le champ 
total F(a7|,a;2, ...,^n) ^st continue, périodique, définie pour toutes les 
valeurs des variables et vérifie l'identité 

(i) /(x) = F(a:,d?, ...j^o?); 

c'est d'ailleurs dans ce cas la seule fonction qui jouisse de ces propriétés. 



(*) Si plusieurs de ces entiers sont nuls, ies autres doivent être premiers entre eux; si 
tous sont nuls à l'exception d'un seul, celui-ci doit être égal à d: i. 
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Si les périodes données sont dépendantes, il existe encore des fonctions 
continues F(x,, x^, . . ., ^n), définies pour toutes les valeurs des variables, 
périodiques et de périodes a,, a^, ...,a„, etvérifiant/(a;) = F(a:, a;, ...^x); 
mais, dans ce cas, il en existe une infinité. 

Soit, dans tous les cas, F(ar|, oTj, . ..,37,^) une fonction satisfaisant à ces 
propriétés. On pourra développer F en série de la forme 

où Ujfc est une somme finie de termes de là forme 

/ «y» JT \ f ûC ^ \ 

(2) AcosaTTl mi— +...4-m„-^ ) =:Bsina7r( m, — -+-...-h w„— )• 

\ «I «/*/ \ «I «»/ 

On peut même en écrire le développement 

(3) Fz=Ao4-2Ua. 

et supposer que, dans les termes de la forme (2) composant U;t, la combi- 
naison w, = Wa = . . . = m„ = G est toujours exclue. 
Si, dans le développement (3), on fait 

a?j = J7, = . . . =z jr*^ = j?, 
on obtient un développement particulier pour/(ir) 

(4) /(^) = Ao-h2Pit(^), 

Pa(^) étant la valeur que prend Uj^ pour x, = a?2 = . .. = a7„ = rr, c'est- 
à-dire une somme finie de termes de la forme 

(5) Acos27ra:( — 4-... H -] -f-B sin27ia?( — H-...H ^ ; 

c'est, à la forme près, le développement de M. Bohl dont il a été déjà 
parlé (p. 4 et p. 122). 

Supposons maintenant que la fonction F(a-|,a?a, .4.,a?;i) soit dévelop- 
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pablc en série de Fourier 

(6) F = Ao-l-y^AcosaTTlm, — -h.. .-+- /n„ — W B sinaTrfmi — H-, . .H-m„-^ ); 

on aura alors pour f{x) le développement uniformément convergent 

(7) /(ar) = Ao-^yAcos27ra:('^ + ^-h...-h^') 



B sm iT^x (■— ^H =+...H -\\ 



I /Tti ITtf 


m,j 


- = — i H î +. 


..H -\ 


a aj at 


«» 



OÙ le second membre est une série multiple, les entiers w^, m^, ..., m^ 
prenant toutes les valeurs positives, négatives ou nulles, à l'exception de la 
combinaison /Wi = ma = . . . = m» = o. 

Dans tous les cas, on remarquera que les périodes a des sinus ou cosinus 
qui figurent dans ces divers développements vérifient des relations de la 
forme 

(8) 

ce sont les périodes du corps réduit défini par af, a,, ..., a^* Dans 
le cas le plus général, celui où (a,, «a, ..., a^,) serait un système quel- 
conque de périodes dont le champ est attaché à f{x)^ certaines des 
périodes (8) pourraient n*avoir aucun rapport avec les périodes du corps 
fondamental attaché à f{oc). De plus, si a,, a,, . . ., a^ sont dépendantes, à 
des systèmes d'entiers distincts m^ , m^, ..., /n„ peuvent, par la formule (8), 
correspondre la même période a, de sorte que dans le développement (7) 
les termes correspondant à ces systèmes d'entiers fournissent les mêmes 

fonctions cos2u-> sin2ir-« 
a a 

Le problème le plus important qu'on puisse se poser vis-à-vis des déve- 
loppements de la forme (7) est le suivant : 

Les périodes a^ «a, ..., ^«j dont le champ A est attaché à la fonc- 
tion f{x)^ étant données j le développement est-il unique? 

' En d'autres termes, si l'on a deux développements de cette espèce, les 
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termes correspondant aux mêmes systèmes d'entiers m,, /Wj, ...» m» sont- 
ils nécessairement identiques ? 

Il est clair que, si les périodes a», a^, . . ., a^ sont dépendantes, le déve- 
loppement n'est pas unique; en effet, ce développement contenant des 
termes différents, quant aux systèmes d'entiers m<, m.^^ ..., m^, mais de 
mêmes périodes, on peut modifier leurs coefficients sans changer la somme 
de la série. 

Supposons maintenant que les périodes a^^ a^^ --*'i Un soient indépen- 
dantes. Toutes les périodes a données par la formule (8) et figurant dans 
les sinus ou cosinus du développement (7) sont alors distinctes ('). Dans 
ce cas, le développement (7) est unique. On peut le montrer de plusieurs 
façons. Tout d'abord, on verrait sans peine que le développement 

Ao-hyiAcos27r( /n,— +. . .4-/M;, — ) 4-B sinaTrf mj— 4-. . .-h m;,-^ ) 

est lui-même uniformément convergent; sa somme F(x,,a72, ...,iP„) est 
la fonction associée de /(x) sur le champ des périodes a,, a^, ..., a^, et, 
comme F est développable en série de Fourier, les coefficients A et B 
seraient donc parfaitement déterminés. 

On peut le voir aussi d'une autre façon, en se servant d'une expression 
différente des coefficients A et B que nous allons indiquer. Considérons 
l'intégrale indéfinie 



/ 



CCS 2 71 — COS 211 -rdx 

a h 



1° a?r=j=ih^^ on obtient immédiatement la fonction primitive 

7^ — î — sin27rj?( - 4- -J- ) -h -7 — î — r-sin27rx( - — 4 ) I 
4^ i + 1 \« ^V fi — i\ \^ ^/ 



(1) Bien entendu nous supposons toujours que les coefûcients (A^B), (A', B') corres- 
pondant aux deux systèmes d'entiers (/wi, mj, .. ., /n„) ( — /Wi, — /nj, ..., — //i^) satisfont 
aux conditions A = A', B = — B'. 

E. 25 
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et, dans ce cas, l'expression 



I f*^ ce 00 

xj^ a h 



a pour limite o lorsque x augmente indéfiniment; 
a<> a* = A*, on a alors 

J = - -h 5 — sm47r-' 

J a pour limite - lorsque x augmente indéfiniment. 

On obtient des résultats analogues relativement à l'intégrale 



-^Jf, 



sinaTT — sinaTr-rfl^oî 
a h 



qui a pour limite o si a' :^ A* et pour limite rb - si a ~ d: A. 
Enfin, on vérifie aisément que 

I C^ X X 

xj^ a h 

n toujours pour limite o lorsque x augmente indéfiniment. 
Ceci posé, considérons la série 

(8^w) /{x)z=zAo-h^Acos27:x(—-h. ..-h — j 4- Bsina7ia:(— -H...-h — j 

qui est par hypothèse uniformément convergente. Nous représentons la 
convergence de la série toujours de la même façon, c'est-à-dire que, dans 
un espace à n dimensions, nous plaçons au point de coordonnées m,, ..., m^ 
le terme 

(9) «m»,w^..,m,= AcosaTra? — L -h. . .+ -^ 4- B smaîra:( — * -i- . . , -+- —!? . 

Si nous considérons une suite de domaines C^ , Q, . . ., C;^) • • • grandis- 
sant indéfiniment, étant donné e nous pourrons trouver un domaine Cj^ de 
façon qu'en désignant par fk(^) la somme des termes de la série (8 bU) 
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compris dans Q, on ait, quel que soit a;, 

\n^)-Moo)\<i. 

Posons 
et calculons Tintégrale 

xj^ "^ a xj^ •"'' a xj^ a 

où Ton a posé 

I m* m. m. 

- = — ^ H -' 4- . . . 4- --> 

a a, «2 a„ 

/j^ est la somme d'un nombre fini de termes de la forme (9), par conséquent, 

1 r^ X 

- / fk(^) cos 27: -dx a une limite pour x infini. Or cette limite se réduit 

à la somme des limites relatives aux deux termes tt^„,„„...,,„^ et u_„^_,„^ _^^, 

et à ceux-là seulement puisque les périodes a«, a,, ..., a^ sont indépen- 
dantes; par conséquent, en supposant bien entendu que le domaine C^ 
contienne les termes w^.,;„.,...,^,, «_^.,.^.,...,_,,,, 



lim 

^0 



<e. 



1 r X 

D'autre part, on a, quel que soit a?, 

par conséquent, puisque £ est arbitraire, 

i r^ X 

A=:lim— / /(a7)cos27r-rfj?, 
x^.xj^ ^^ a 

On trouvera de même 

I /*' X 

B= lim - / /(^)sin2it-€/x. 
xzzmX j^ a 
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Ceci montre bien que, si le développement (8 bis) existe, il est unique. 

Le même raisonnement s'applique à un cas un peu plus général. Suppo- 
sons, ce qu'on peut toujours faire, qu'on ait développé f{oc) en une série 
simple uniformément convergente 

Pa(^) étant une somme finie de termes de la forme (9). La même fonction 
cos2ira;(— 4- — -H... -H — ) peut entrer dans divers termes P^; dési- 
gnons par A^ son coefficient dans P^ ( A^ peut être nul). 
La série ^ A^ est convergente et a pour somme 

lim ~ / /{jc) cos 27: -djc y 
en posant toujours 

i. — ^4.^4- 4. ^. 

le facteur 2 provient ici de ce fait que nous ne faisons plus de distinction entre 
les termes 



C0S2 



TTx — H î-f-...H -\ et cos27ra;( H -h... H • 



Une conclusion analogue se déduirait de la même façon relativement aux 
coefficients de la fonction sin2'ïr:ic( — 4- — -h...-t- — ). Ces derniers ré- 

sultats se trouvent d'ailleurs sous une forme à peine difTérente dans le 

travail de M. Bohl. 

Voici encore un résultat important qui se démontre parle même procédé : 
Si a est un nombre ne vérifiant aucune relation de la forme 



a a, a, ' " a„ 



OÙ m,, ma, ..., m^ sont des entiers quelconques positifs ou négatifs, les 
quantités 

- 1 fiJc)co%2T:'-dx, - I /(j7) sin27r-^.r 
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ont pour limite o lorsque x augmente indéfiniment; ceci suppose simple- 
ment que «4 , a, , . . . , a^i est un système de périodes dont le champ est attaché 
à la fonction /{x). 

Or, supposons /(x) quasi-périodique d'ordre p et soit ai, a^, . . ., a^ une 
base du corps fondamental, les seules périodes qui vérifient des formules 
de la forme 



a «1 ax OL 



p 



sont les périodes du corps réduit fondamental attaché k/(x). 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si a est un nombre quelconque qui n'appartient pas au corps réduit 
fondamental attaché à la fonction quasi-périodique /(x)^ les quantités 

I /** ^ I /*'' .2? 

- / /(^)cos27U - t/ic, - I /{x)sm27:-dx 

ont pour limite o pour a; = oo. 

Cette propriété nous permettra de fixer un point de l'étude des dévelop- 
pements en série de Fourier. 

Soit («4 , a-j, . . ., a^) un système de périodes indépendantes quelconques 
dont le champ est attaché à la fonction /(a?). Le développement 

(10) /(a:) = Ao+2^^^s^^^(?^^----+?)-!-^s^"^^^ (?-*-• ••■+■?) 

est unique; mais si a, , aj, . . ., a^ n'est pas une base du corps réduit fonda- 
mental (n ^ p)j il se présente dans ce développement des circonstances parti- 
culières qu'il importe de signaler : il existe alors une infinité de coefficients A 
et B qui sont nuls. Posons, en effet. 



- =— ^ ^ — î-h...-i -; 

a ai a^ a„ 



les nombres a étant ainsi les périodes des lignes trigonométriques qui 
figurent dans le développement (lo). Les coefficients correspondants A et B 
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sont donnés, comme on l'a vu, par les formules 



(") 



iA=:lim- / /(j?)coS2 7r-rfjr, 

(B = lim- / /(j?)sin 27r-rfvr. 



Or l'ensemble des nombres a peut se diviser en deux parties : 

I® Les nombres a appartenant au corps réduit fondamental qui est 
d'ailleurs tout entier contenu dans l'ensemble (a); 

1^ Les nombres a qui n'appartiennent pas au corps réduit fondamental; 
d'après les propriétés précédentes tous les coefficients A et B correspondant 
à ces périodes sont nuls; de sorte qu'e/i réalité les seules périodes a 
figurant réellement dans le dé\?eloppement (lo) sont les périodes du 
corps réduit fondamental attaché à /(x). 

On voit qu^en définitive y les seuls développements caractéristiques sont 
ceux que Von obtient en partant d'une base (a, a^, ..., a^) du corps 
réduit fondamental 

(la) /(a:) = Ao-4-VAcoS27ra?( — -4-,..H- ^ W B sina7ra?( — 4-...-4- — ); 
^^ \ «1 «p / \ «1 «p / 

les autres développements tels que (lo), bien que mis sous une forme diffé- 
rente, contiennent exactement les mêmes termes. Les coefficients A et B 
sont donnés par les formules (i i) où l'on a posé 

1 m* nu nip 

a «1 a, (X,, 

OU encore, si Ton désigne par F(j7,, x-j, . . ., x^) l'associée de /(a?), par les 
formules 

A = / ••• / F(a?,,j7,,...,jc„)cos27r( m, — H-...4- /w«— ^ |f^,da:,...^jr-, 

B = / ••• / F(x,,J7i,...,J7„)sin27r( m,~-l-...-h m„ -^)rfj:i€/x,...fltep. 

«iai...apJo •^'o \ «I «P/ 

La forme précise que nous donnons au développement (12) est subor- 
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donnée au choix de la base ai as ... o^ dans le corps réduit fondamental. Si 
Ton choisit dans ce corps une autre base p, p^. . .p^, on obtiendra un autre 
développement 

(i3) /(^) = a; 4-2^' 003271^(^^1 ^^|4....4.g^H-B'sinQ7r^(|i-h...^^). 

Il est facile de voir qu'il existe entre ces deux développements une cor- 
respondance très simple. Soient, en effet, 



Ijl{ entiers 



les relations de dépendance qui lient les a aux p. On a d'abord 



Pi «1 «1 


-î 


^ = f^+ 


.-H es 

«P 



A = 



f^î FÎ ••• Fi 



K F? 



z=::+:i. 



Etablissons entre les points de coordonnées m,, /Wj, ..., m^ dans un 
premier système d'axes (T), et les points n,, n^, ..., rij, d'un second 
système d'axes (T,), une correspondance définie par les formules 

f^î '«i + f^î '«î 4- . . . -f- /Af /;^ = m„ 

9 

l^p'h-+- + f^J'îp = ^h- 

Cette correspondance est bien univoque et atteint tous les points de l'un et 
l'autre système; de plus, lorsqu'un point s'éloigne indéfiniment de l'origine, 
son correspondant, dans le second système, s'éloigne aussi indéfiniment. On 
pourra donc, à tout terme de la série (i 2), faire correspondre un terme bien 
déterminé de la série (i3), et inversement. Je dis que deux termes corres- 
pondants dans ces deux séries sont identiques. En effet, on a d'abord, comme 
on le voit immédiatement, 

I m* m» nig, h* /i* /i» 

a «, a, (Xp p, (3, fip 
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et, par suite, 



(i4) 






Aq — Ao» 



On peut aussi l'établir sans se servir des formules (i4)- Appelons 
F(a7,, iCa, ..., ^;;)et*(7,,7a, ...,7^) les associés de/(a:)sur les champs 
des périodes (a^a^. ..a^), (p^Pj. . .^^). 

On sait que $ se déduit de F par la substitution linéaire 



(i5) , 



D'autre part, on a 

Effectuons sur cette intégrale le changement de variables défini par (i5). 
Il vient alors, en remarquant que 

A'= / / ••• / F(j:i,^„...,arp)coS'2 7t I /n.— -4-...4- m„— ^ ) ^/j:, . . .rfr». 

Cette intégrale doit être prise à l'intérieur du parallélépipède P', dont les 
sommets adjacents à l'origine ont pour coordonnées 

/Ml Mî M» \ /m; m;^ M« \ /Mf MÇ M? \ 

Vx *• T •• •"' XV* \x *' x *• •••' XV' •••' Vx *• X *' •••' X '^y 
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OÙ Mf désigne le coefficient de [lJ dans A. On déduit de là 



aoi 



A' = 



A A 



A A 



m;, 



Mj; 



= i£:i 



et, en appliquant la proposition établie page 179, 

/ / • • • / ^{^\y • • ', ^p)cos2 7r(/?ii— -h. . .4- W;,— - ) dxi . . . dXp 
= A' / / ••• / F(a:,, . . ., Xp) cos 211 (nii— -f-. . .-h Wj,— ^] ^/^i ...dxp; 
par suite 

A/ AA^ f ^* /-'' /-«p.,. ^ / ^, . ^p\^ ^ A 

On trouverait de même 



B'=B. 



Ainsi les termes qui se correspondent dans les séries (12) et (i3) sont 
égaux, et c'est dans ce sens que l'on peut dire que ces séries ne sont pas 
distinctes. 



FONCTIONS S. DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DE FONCTIONS PÉRIODIQUES. 

Nous avons déjà remarqué (p. 196) que si Ton a le développement 

et si l'on prend dans chaque terme Pa(^) le coefficient Aj^ d'un même terme 
de la forme 

\ «1 «1 «/» / 



COS27 



la série^A^ est convergente. 
E. 



26 
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Mais il y a plus; soient [x'^, [xlj, . . ., [x'„ des entiers fixes quelconques (je 
réserve les lettres (x, , (x^, . . . , (ji„ sans accents pour le cas où ces entiers n'ont 
aucun diviseur commun); dans chaque termeP/^ prenons^ s' il y en a, tous 
les termes de la forme 

Acos iTzpx f {il + f^ H- . . . -h f^'\ + Bsin 27r/?ar f f^ -+-... 4- ^V 

/? ^/a/i/ un entier quelconque positif ou négatifs et soit u^^ leur somme 
dans le terme P^ ; la série 

est uniformément convergente. C'est une fonction simplement périodique 
dont la période a est donnée par 

a «, a, ' " Qn 

Cela résulte immédiatement de ce que nous avons dit (p. 190) sur les fonc- 
tions que nous avons appelées Sj4;,|i;,...,|i.;(a;,, x^^ .. ., Xn) dans l'étude des 
développements en série des fonctions périodiques de plusieurs variables; 
il suffit de faire 

J?! = Xj = . . . rrr Xf^ = J7, 

pour obtenir immédiatement 

Si les entiers (x,, (Xj, . . ., [X;i sont premiers entre eux, la fonction S se met 
sous la forme d'une intégrale définie {voir p. 189) 

Enfin si les entiers (x'^, (x',, . . ., [x'^ admettent un plus grand commun divi- 
seur y, en posant 



el 
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a» 



on peut écrire aussi 

Envisageons tous les systèmes d'entiers (Ji|, (Xj, ..., p-n, positifs, négatifs 
ou nuls, mais premiers entre eux; si la série 

est uniformément convergente^ sa somme est égale à f(x)^ et nous avons 
vu que cette circonstance se présentera toujours lorsque la fonction associée, 
et par suite la fonction elle-même, est développable en série de Fourier 
absolument et uniformément convergente. 

Dans ce qui précède nous avons supposé simplement que le champ des 
périodes a^a2>'^aa était un champ quelconque attaché à la fonction /(a?). 

Examinons d'un peu plus près le cas où l'on part d'une ba^e de périodes 
a,, a2, . . ., oLp^ du corps réduit fondamental. 

A tout système d'entiers (x,, [k^^ ..., (ji'^ correspond une fonction 

S,jt;,pL;,...,ii'(^î ^) •••? ^) que pour simplifier nous désignerons par SjAi.jt; {iC^')- 

Cette fonction est périodique et sa période a est donnée par la relation 

c'est une période du corps réduit fondamental. 

Ainsi à toute période a du corps réduit fondamental correspond une 

fonction bien déterminée S^>^ pl'C^O ^tie nous désignerons souvent aussi 

par le symbole Sa(^); Vindice a indiquant la période correspondante. 
Mais une question se pose immédiatement. La fonction Sa(x) ainsi obtenue 
est-elle indépendante de la base a,, ag, ..., a^ que l'on a choisie dans le 
corps fondamental? En d'autres termes, si p<, P27 •••? P/i est une seconde 
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base 


de 


périodes, 


on aura 


I 
a 
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p. 



et dans ce système on obtiendra une fonction cTv;,v;,...,v'(^) analogue à S; 
les fonctions S et a- sont-elles identiques? On peut déjà se rendre compte 
qu'il en est bien ainsi en remarquant que si Sa(^) est développable en série 
de Fourier 

^a(^)= 7, A„|C0S27r i-B,„sm27r > 

.^" a a 

/W = — «0 

les coefficients A;„ et B^ sont donnés par les formules 

A„,=:lim~ / /(:r)cos27r > B;„=3lim— / /(j:)sm27r > 

qui ne dépendent que de la valeur a. 

Nous donnerons plus loin (p. 220) une démonstration rigoureuse de cette 
propriété, applicable au cas où les fonctions S^ ne sont pas développables 
en série de Fourier, 

Ainsi à toute période a du corps réduit fondamental correspond une 
fonction 8^(07) bien déterminée^ continue périodique y de période a. 

Parmi les fonctions S celles qui correspondent aux périodes primitives a 
du corps réduit fondamental ((x,, (jljj, .•., (x^ premiers entre eux) forment 
une classe à part. Elles paraissent jouer le rôle de véritables facteurs de 
décomposition dont la somme reproduit la fonction quasi-périodique elle- 
même. On peut d'ailleurs en déduire toutes les autres fonctions S. En effet, 
a étant une période quelconque du corps réduit fondamental, il existe une 
période primitive a, et une seule, dont a est un sous-multiple 

a 
les fonctions S„ et S, sont alors liées par la formule 
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Les fonctions périodiques S«(a?) ont une moyenne nulle, c'est-à-dire que 



Enfin l'expression des fonctions S (a;) au moyen d'intégrales définies 
montre qu'elles ont une existence propre, indépendante de toute hypothèse 
sur la nature des développements en séries de la fonction /(a?). 

Développements en séries de fonctions périodiques. — Donnons-nous 
une base a<, a^, . . ., a^ du corps réduit fondamental. A tout système d'en- 
tiers (X,, [jLa, . . ., (Xp, premiers entre eux, correspondent une période primi- 
tive a, donnée par la formule 

— — h |-...-r — > 

a «1 «j otp 

et une fonction Sa(a7). Dans un système d'axes et dans un espace à p di- 
mensions, plaçons au point de coordonnées pt,, (x^, . . ., \kp le terme corres- 
|)ondant ^ Sa(a;), et au centre la constante A©; nous formons ainsi un 
Tableau qui, s'il est uniformément convergent, représente f{x) : 

chaque fonction Sa(j?) intervient en réalité deux fois puisque l'on a 

Sa(^) = S_a(AO- 

Si l'on remarque que deux périodes primitives quelconques (si elles ne 
sont pas égales et de signes contraires) sont toujours incommensurables, on 
voit, en rassemblant les termes S» et S.a, que f{x) se troui>e développée en 
une série multiple^ uniformément convergente^ dont les termes sont des 
fonctions périodiques, les périodes de deux quelconques de ces fonctions 
étant toujours incommensurables. Lorsque un ou plusieurs entiers [X,, 
(Xj, ..., \kp grandissent indéfiniment, la période correspondante a devient 
soit infiniment grande, soit infiniment petite. La série précédente est une 
série multiple d'un genre particulier, mais il est clair qu'on pourrait, d'une 
infinité de manières, la transformer en une série simple. 

La considération des fonctions 8^(0;) permet d'obtenir une troisième 
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expression des coefficients qui figurent dans le développement de Fourier. 
Soit 

Acos27ra?( — -+-...+ ^WBsin27ra:f — -f-. . .-h — ) 

un terme de ce développement. Désignons par q le plus grand commun 
diviseur des entiers /w,, m», . . ., m^ et posons 



I TWt 

a ~~ a, 



TTin I I ( nix ^^d\ 

.H ^> - = -— i-f-...H ^; 

on en conclut immédiatement que 

I /»" xi/** a: 

A=- / Sa(^)cosa7r — ^:r = - / Sg^ix^cosing — dx 

et 

B = - 1 Sa(J?) sinaTT- ^a?= - 1 Sa(a?) sinaTr^- c?^. 

O/i voz7, e/i définitive^ qu'il existe des fonctions quasi-périodiques (et 
ce seront celles que Ton rencontrera habituellement dans les applications) 
développables en séries uniformément convergentes dont les termes sont 
des fonctions simplement périodiques^ les périodes de ces fonctions 
étant deux à deux incommensurables. 

Mais même dans le cas général, on peut démontrer que toute fonction 
quasi-périodique uniformément continue/*(a7) est développable en une série 
simple uniformément convergente 

/(a?) — Ao-f-^cpA-C^), 

dans laquelle le terme général ç^ (^) ^st une somme finie de fonctions Sa (a?), 
et chacune de ces dernières n'entrant qu'une fois dans l'ensemble du 
développement, c'est-à-dire n'appartenant qu'à un terme au plus de la 

série 2]?a(^)- 

Il reste à se demander si ces développements sont caractéristiques, en 
d'autres termes, si l'on ne pourrait pas imaginer, des développements ana- 
logues, dans lesquels les divers termes seraient des fonctions périodiques, 
ou des sommes de fonctions périodiques distinctes des fonctions S^, les 
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périodes de toutes ces fonctions étant deux à deux incommensurables. On 
verra bientôt que cela est impossible; nous établirons auparavant une 
nouvelle propriété des fonctions quasi-périodiques, propriété intéressante 
à d'autres points de vue, et où Ton ré trouvera l'importance des fonc- 
tions S(x). 

FONCTIONS MOYENNES DÉDUITES d'uNE MÊME FONCTION QUASI- PÉRIODIQUE. 

Nous allons démontrer la proposition suivante : 

Soient /(x) une fonction quasi-périodique uniformémement continue y 
h un nombre réql quelconque; V expression 

^ i/(^) -^-/(^ + h) +/(a? -h 2/l) -h. . .+/(^ -f- (/i - 1) A) j, 

a, quel que soit Xy une limite lorsque V entier n {que Von peut toujours 
supposer positif ) grandit indéfiniment. 

J'appellerai cette limite une fonction moyenne^ et la désignerai par le 
svmbole 

Il résulte de la façon même dont elle est définie, que si la limite (/(a?), h] 
existe, c'est une fonction périodique de x^ de période h. Nous établi- 
rons en outre que cette limite est une fonction continue de x^ et que, relative- 
ment à cette variable, la limite est atteinte uniformément, c'est-à-dire que h 
restant fixe, si l'on se donne £ positif, on peut déterminer v tel que sous la 
seule condition /i > v on ait 



et cela quel que soit x. 



<Ê, 



Considérons d'abord les fonctions simples coso; et sina?. On a, d'après 

une formule connue, 

. nh ( (n-i)h\ 
sin — 008 ( 0? -h i I 

- jcos^-l-cos(^-h A)H-. . .4-cos(:ï7 4-(/i — i)A)j == — j^ ; 

^ sin- 

2 
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cette formule n'est applicable que si h ^ ^ki:. Si A = 2/nr le premier 
membre est égal à coso; quel que soit n et la proposition est démontrée. 
Si h ^ 2^ir on a 

8m-p£o; 

le second membre montre que la limite pour /i = 00 est égale à o, et atteinte 
uniformément par rapport à x^ puisque le numérateur est en valeur absolue 
inférieur à l'unité. 

On obtient un résultat analogue en ce qui concerne la quantité 

. nh . / {n-\)h\ 
sm — sinl^-h^ I 

- jsinj?4-sin(^ + A)-l-. . .H-sm(a?-+-(/e — i) h)\ = r 7 —* 



sin 

3 



Si A = 2/1lU on a, quel que soit /^, 

- j cosa?4- cos(j?-i- /i) H-, . .-4- cos(wr 4- (/i — i)/i)j = cosj? 

et une formule analogue pour sin x. 

Le théorème est donc établi pour les fonctions trigonométriques simples, 
et par suite pour les sommes finies de ces fonctions trigonométriques. 

Considérons encore les fonctions 

jc ce 

cos27r/?~> sin27ri>- > 

où p est un entier; il résulte du théorème précédent que si h est un nombre 
incommensurable avec la période a, on a nécessairement, quel que soit 
l'entier/?, 

cos27r/?-> A =0, sinaîT/?-» A Uno. 

Supposons, au contraire, que h soit commensurable avec a 

A = — ('*> 7> entiers premiers entre eux), 

et, au lieu des fonctions sinus et cosinus, considérons le cas plus général 
d'une fonction périodique continue quelconque f{x) de période a. 
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Calculons la somme 

/(•^) -H/C^ + /O -«-••• "+-/(^ + ('i — /O ; 
eflecluons pour cela la division de /i — i par q el posons 

ri'-x—kq-^-s {s<f/); 

on peut alors écrire 

{n — i)h =fAT -h.ç X -ja, 

(n — 2)/i =(kr H-(5 — i) -ja, 



{n — {s-hi))h =(kr +0 x -ja^ 

(n-(5-h2))/i = ((A:-i),--h(7-i) ^)«, 

» 

de sorte que l'on aura 

~\/(^)+A^ + à)+...+/{a; + in-,)h)\ 

= li/(.)+/(.-H^«)^...-.4-H(,-.)^«)j 
4-ij/(^)+/(^+^)+...+/(^+ .î^)j. 

Puisque s<^qj lorsque n augmente indéfiniment la deuxième des sommes 
figurant au second membre tend uniformément vers o. Quant à la pre- 

k k , . I 

mièrcj remarquons que - = - ; a pour limite -> de sorte que finale- 

ment le premier membre tend uniformément vers la quantité 

On peut d'ailleurs la mettre sous une autre forme. Les entiers r et y étant 
E, 27 
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premiers entre eux, si Toa effectue la division par q des nombres 

r, 2r, 3r, ..., (^ — i)r, 

les restes sont dans un certain ordre les nombres 

I, 2, ..., (^ — I); 
de sorte que l'on peut écrire encore 

On voit que la limite (/(a;), K) dépend seulement du dénominateur gr figu- 
rant dans l'expression de h en fonction rationnelle de la période a, f A = — V 
Elle admet la période - par rapport à x. 

Il est intéressant de voir ce que devient (/(a?), A) lorsque l'entier q 
augmente indéfiniment. Si la fonction/'(a7) est intégrable, on retombe pré- 
cisément sur la définition de l'intégrale, de sorte que l'on a 

lim(/(.).-'^) = i£^"/(«)^«=^"'*/(«)rf« = A.; 

cette limite ne dépend ni de x ni de A, et cela fait pressentir déjà que 
lorsque h est incommensurable avec la période a, l'expression 

\ |/(^) +/(^ 4- A) -H. . . H-/(^ + (/i - 1) A) j 

a invariablement pour limite la constante A^, mais ce n'en est pas une 
démonstration. 

Si /(a:) est développée en série de la forme 

U^ étant une somme finie de termes de la forme 

Acos 277/1 — hB sin2irn-« 
a a 
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en prenant dans U^ tous les termes pour lesquels n est divisible par l'entier 
fixe y, et désignant par Ui^ leur somme, la série Vw^ ^st convergente; sa 
somme n'est autre que 

ij/(-)-^/(-H^) + ...-./(.4-(,-.)^)j = (/(.).^). 

En particulier si /(a?) est développable en série de Fourier 
on a 

(s j ^B^B et Cl 

Les fonctions de a;, [/(^), — 1 se rapprochent d'autant plus de la con- 
stante Ao que q est plus grand, c'est-à-dire en somme que le rapport de A à a 
est moins simple ; leur oscillation tend vers o quand q augmente indéfini- 
ment. En effet partageons l'intervalle x, x -{-a en q intervalles partiels 
égaux, et, dans l'intervalle de rang i, désignons par m^ le minimum absolu 
de /(a?), par M/ son maximum absolu; on a, d'après la définition même de 
l'intégrale, 

et aussi 

par suite 

/(x H — ) — /(ic) lors- 
qu'on fait varier a? on a 



!(/(.).=)- 



Ao < Êo 



Nous avons ainsi une limite supérieure de l'oscillation de la fonc- 
tion [/(:r), ^]. 
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Il est bîen évident que, q augmentant indéfiniment elf{x) étant continue, 
£y a pour limite o. 

Abordons maintenant le cas général en démontrant tout d'abord le 
théorème fondamental suivant : 

Théorème. — Soit /(x) une fonction qui se met sous la forme d^une 
série uniformément convergente 

(0 /(^) = ?i(^)-+-?i(^) -+-... -l-(pp(jr) -4-..., 

dans laquelle chacune des expressions {^p{x)^ h) est supposée ai^oir un 
sens. 

i^ La série 

est uniformément convergente par rapport à Vensemble des variables x 
et h. 

2° La quantité 

^i/(^)-H/(^-hA)-h...-+-/(^-+.(/i-i)A)| 

a toujours une limite y pour /i = qc, qui est la somme de la série (2); 
cette limite est atteinte uniformément par rapport à x, si l'on suppose 
que, dans le terme général ^p{x) de la série (1), la quantité 

^ j 9p(a?) H- 9^(07 -H A) -f- . . . -h 9p(:r 4- (« ~ i)^) j 

tend, par rapport à x, uniformément vers {fp(x)j h). 
Posons 

fp{x):=i 9,(0:) 4- 9,(0?) H-.. .-4- 9,,(x), 

La série (i) étant uniformément convergente pour l'ensemble de toutes les 
valeurs réelles de x^ on peut, étant donné e, trouver un entier v, tel 
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que, p, p' désignant deux entiers quelconques supérieurs à v, on ait 

\fAx)-Mx)\u, 

et cela quelque soit x. Par conséquent, on aura, quels que soient x, h et 
l'entier n, 

~|[/p(^)-/p(^)]-*-[//>(^ + ^)-/p(^ + >^)] + .-- 
ce qui peut s'écrire 

Le premier membre de cette inégalité se compose de deux expressions 
qui, lorsque n augmente indéfiniment, ont chacune une limite; ces limites 
satisfont nécessairement à cette même inégalité, c'est-à-dire, par conséquent, 

(3) |*^.(a:,A)-*;,(j:,/e)|<£, 

sous les seules conditions /?'>v, />>v, et, d'ailleurs, quels que soient a; 
et h. Cela établit d'abord la convergence de la série (2), dont nous dési- 
gnerons la somme par $(a;, h). 

En faisant augmenter p' dans l'inégalité (3), on en conclut, quels que 
soient x et A, 

(4) \^{x,h)-<i>p{œ,h)\U, 

ce qui démontre ensuite la convergence uniforme de la série (2) relati- 
vement à l'ensemble des variables a? et A. 

Il convient de remarquer que cette propriété n'entraîne point la conti- 
nuité de la fonction 0(a;, A), puisque nous n'avons rien supposé sur la con- 
tinuité des fonctions (Ç/,(^), h). 

Ceci posé, soit e un nombre positif quelconque, aussi petit que l'on veut, 
mais donné. On peut trouver p assez grand pour que l'on ait simultané- 
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ment 

(5) I/(x)-/^(^)|<|. 

et cela quels que soient x et h. Posons 

R(a;)=/(^)-/p(x). 

Puisque l'on a, quel que soit x, | R(-'r) 1 5 '?> on aura, quels que soient x, h 
et rentier n, 

(7) |^jR(j,)H-R(.r-+./0-H...-hR(^ + (/i-i)A)i|l|; 
ce qui s'écrit 

(8) ^\/(x)+/{x-hk)+...-hAx + {n-i)h)\ 

- ^ i/,.(^) +//.(•' ^ /«) +...+/„(^ -t- («- I) A) ! 
Or, la quantité 

(9) ^j/p(^)+/p(-T-t-A) + ...H-A(^ + ('»-i)A)) 

a pour limite 9p(x, h) pour n = «, c'est-à-dire yac, étant donnés x et h, on 
pourra déterminer v de façon que, si n>v, on ait 



(lO) 



^ \M^) +M^ + A) + . ..-hMa- + {n- i)h) i -*p(:r, A) 



d'où, par comparaison avec l'inégalité (8), 



(lO 



<£. 



ae 



et enfin, en vertu de l'inégalité (6), 



it; 
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inégalité exprimant que la quantité 

(l3) lj/(^)4./(^ + A4,...+/(a:-+.(«-i)A)j 

tend vers $(a7, h) lorsque n augmente indéfiniment. 

Arrivons à la troisième partie du théorème. Nous faisons maintenant 
l'hypothèse que, pour tout terme 9*(x) de la série (i), lorsqu'on se donne A, 
la quantité 

^ î 9a(^) + ?*(^ H- ^) + •••-+- ?*(-^ + C'* — 0^) i 

tend, relativement à la variable a;, uniformément vers (ça(^), h). Il en est 
donc de même relativement à la quantité 

qui tend uniformément vers ^p{x^ h) (h étant donné). On peut donc déter- 
miner V de façon que, si /î = v, l'inégalité (lo) soit satisfaite, quel que 
soitx; comme les inégalités (5), (6), (8) ont lieu quels que soient x et A, 
on en conclut finalement que l'inégalité (i 2) a lieu, quel que soit x (h étant 
donné), sous la condition /î^v; ce qui établit la proposition. 

Enfin, si les fonctions {fk(^)y h) sont continues par rapport à a;, la con- 
vergence uniforme de la série (2) entraîne cette propriété que la fonction 

(/(^),/0 = limi|/(^)+/(^-^ A) -+-... 4-/(^-i-(/i-i)A)| 

/l = oo '* 

est continue par rapport à la variable x. 

Fonctions moyennes tirées d/une même fonction quasi-périodique. — 
Ce théorème établi, considérons maintenant une fonction quasi-périodique 
uniformément continue /(a?), et soit a,, a^, . . . , a^ une hase de périodes 
du corps réduit fondamental. On pourra toujours développer /(a?) en une 
série simple uniformément convergente 

0) /(^) = Ao + 2"*(^)^ 



3l6 E. ESCLANGON. 

dans laquelle U^t est une somme finie de termes de la forme 

(2) Acos27rx( — ^H i-H...H ^)-hBsina7r^(— ^H i-i-...H ^)> 

m, , m,, . , . , m^ étant des entiers quelconques, positifs, négatifs ou nuls, la 
cornbinaison m, = /Wj = . . . = m^ = o exclue ; les périodes des fonctions tri- 
gonométriques figurant dans ce développement étant ainsi les périodes du 
corps réduit fondamental. 

Soit maintenant h un nombre réel quelconque; on a, d'après le théorème 
précédent, 

(3) {/{^).h)=Ao^'^i\]k(:r),h), 

et la série du second membre est uniformément convergente d'après le même 
théorème. On pourra donc effectuer terme à terme l'opération ( ). Exa- 
minons le résultat obtenu. Nous aurons deux cas à distinguer : 

1^ h n^ appartient pas au corps total défini par a,, a^, . . . , a^, c'est- 
à-dire que h est incommensurable avec toutes les périodes du corps réduit. 
Alors toutes les fonctions (Ua(x), h) sont nulles et il reste 

2** h appartient au corps des périodes : l'on pourra écrire 

h r\0Li a, oLpJ 

les entiers (X|, (jl^, . . . , }Xp n'ayant aucun diviseur commun et la fraction ^ 
étant irréductible. Posons 



d'où 



— — — H h . . . -+- 

OC ai OLi a^i 



h z=z r - =: ra. 



9 
Voyons ce que devient la série 



Ao-+-2(Ua(^-),A). 
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Dans \Jk(^) divisons en deux classes les termes de la forme (2) qui y 
figurent. D'abord, ceux pour lesquels on n'a pas 

/Wi /Wj nip ^ 

les périodes des fonctions trigonométriques correspondantes sont incom- 
mensurables avec h'j ces termes disparaissent donc dans [\J^(x)y h). . 
Restent les termes pour lesquels on a 

désignons par Ui^ leur somme dans le terme Ujt (remarquons déjà que la 
série 'V Uj^ est celle dont nous avons établi antérieurement la convergence 
uniforme, et dont la somme a été désignée par Sa(a?) ]. 

Nous diviserons encore ces termes en deux catégories : d'abord ceux pour 

lesquels on a 

nii /Wj ntp 

s étant un entier quelconque. Ces termes restent inaltérés par l'opéra- 
tion [ujh]. En effet, un tel terme peut se mettre sous la forme 

Acos27r rs-r -+■ B sin2'nrs-r' 
n n 

Désignons par u'^ la somme de ces termes dans U^; ces termes sont tous 
contenus dans Uf^eila. série VwJ^, dont la convergence a été établie, a pour 
somme la fonction que nous avons appelée S^(x). 

Considérons les autres termes : l'entier/?, défini par les relations 

n'est pas divisible par q. Un tel terme s'écrit 

AcosaTT^' — h B sinaTTflr'-; 
a a 

E. 28 
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c'est une fonction de période — = co, et l'on a 



q ne divise pas le produit ry', puisqu'il est premier avec r. On a 
donc (p. 210) 

(cos27r-> AI =- }cos27r--h cos27r( ~ -+- - I -+-...-hcos2 7r( — ^ 1 1 =0 

et une formule analogue pour sin 2•rc-• 
L'opération [Uj h] fait encore disparaître ces termes, et il reste finale- 
ment ceux pour lesquels on a 

mi = s{qixi), m,= 5((7fx,), ..., mpz=s{qiip); 

S pouvant prendre toutes les valeurs entières de — oo à -h x, o excepté. 
// vient, en définitive y 

et la fonction S^(a7) admet la période a= -> et, par suite, h. 
On a d'ailleurs les relations 

(4) 8,(07)= (Sa(^), A) 

Nous retrouvons ici, par une voie totalement différente, les fonc- 
tions Sa(:<?); nous obtenons de plus une démonstration nouvelle de la 

convergence des séries V wj^ . 

Nous pouvons résumer ainsi qu'il suit les résultats obtenus : 

f{x) étant une fonction quasi-périodique uniformément continue, la 
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quantité 

(5) i \f{x) ^f{x + A) + . , . +f{x + (/i - i)h) I 

a toujours une limite pour n infini. 

I® Si h n'appartient pas au corps des périodes attaché à f(x), cette 
limite est invariablement une constante Ao, indépendante de x et de h y 
qui a pour valeur 

Ao=nin— / f{x)dœ. 

1^ Si h appartient au corps des périodes^ il existe une période primi- 
tive a du corps réduit fondamental, et une seule, qui est commensu- 

rable avec h (h = —j; en désignant par S^Çx) la fonction S correspon- 
dante, r expression (5) a pour limite 

La limite, lorsque h est donné, est toujours atteinte uniformément par 
rapport à x\ c'est de plus une fonction continue de x^ de période h. 

Il est clair que les mêmes propriétés s'appliquent à plus forte raison aux 
fonctions périodiques continues. 

On peut dire encore qu'au point de vue de l'opération [f(x)^ h), tout se 
passe comme si la fonction f{x) était toujours développable suivant la 

série Aq-i- -yi^aC^) (*)' ^^^ laquelle on effectuerait terme à terme l'opé- 
ration indiquée. 

On voit en particulier que, si a est une période quelconque du corps 
réduit fondamental, et si a = aq est la période primitive correspondante, 
on a d'abord 

Sa(^)=(Sa(a?),a) 

et, par suite. 



(•) Dans ce développement, qui contient les deu\ fonctions Sa(ar) et S_a(a?), la même 
fonction Soi(a?) intervient en réalité deux fois puisque Soi(a?) = S-a(ar). 
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Ainsi se trouve établie cette proposition que nous avions énoncée (p. 204 ), 
à savoir que la définition des fonctions Sa(^) est indépendante de la base 
choisie dans le corps réduit. 

Les propriétés du symbole (/(^), h] permettent aussi, lorsque le corps 
des périodes est inconnu, de reconnaître dans certains cas qu'un nombre 
donné h appartient à ce corps; en effet, si Ton trouve que la limite (/(^), à) 
n'est pas une constante, on est assuré que h appartient au corps des périodes. 

Citons encore quelques propriétés du symbole [/(x)jh). Si l'on effectue 
sur [/(oo)y h) une opération analogue, c'est-à-dire {{/(^)^h)j A'), il existe 
un nombre A" tel que 



d'ailleurs, on a 



et 



((/(^),A),A')=:(/(^),A^); 

((/<.), ï).^) =(/(.., ^). 



Enfin, si l'on considère la suite des nombres -,->...,->..., et si la 
fonction de a?, 1/(^)7 ~|» devient constante à partir de g^ = m, la fonc- 
tion Sa(x) est un polynôme entier de degré m en cos au-» sin 211 — Toutes 
ces propositions s'obtiennent avec la plus grande facilité. 

Application aux développements en séries de fonctions périodiques. — 
Nous avons vu que si la série multiple 

^o-^{^^V;,...,v^{^) (Fi, Fj, . .., fAp premiers entre eux) 

est uniformément convergente, elle représente /(a;). En rassemblant deux 
à deux les termes qui correspondent aux systèmes d'entiers ((JL|, (Xa, ..., (ly,), 
(— (JL^, -r 1^2, •••? — \^p)^ on a ainsi un développement en série de /(x) 
dans lequel les termes sont des fonctions simplement périodiques à périodes 
deux à deux incommensurables. Il est facile de montrer maintenant que, 
abstraction faite de l'ordre des termes, ces développements sont uniques. 
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Plus généralement, considérons le développement uniformément con- 
vergent 

(0 /(•^) = 9i('^) + 9î(^)-+-----+-9a(-^)+---> 

dans lequel chaque terme est la somme d'un nombre fini de fonctions pério- 
diques non constantes; nous supposons de plus que les périodes figurant 
dans V ensemble de ce développement sont deux à deux incommensu- 
rables. 

Soit a,, a^, . . ., a„ une base du corps réduit fondamental attaché à/(^) 
et a une période primitive quelconque 



1 = fi« 4- ff? 
a a, ai 



— (f^i, . . ., fJtp premiers entre eux); 



pour simplifier l'écriture nous poserons, comme toujours. 

Je dis d'abord que toutes les périodes figurant dans le développement (i) 
appartiennent au corps des périodes attaché à f{à;). En effet, soit a la 
période d'une fonction ^(x) qui figure dans le terme ça(^); ^^ appliquant 
le théorème précédent, nous obtenons immédiatement 

[f{x)ya) z=ir]^{x) + const. 

Ceci montre que a appartient au corps des périodes, puisque ^{x) n'est 
pas constante ; la période a est donc commensurable avec quelqu'une des 
périodes primitives, et avec une seule a; en appelante un multiple commun 
à a et à a, on a 

(/(x), h) =AoH-Sa(^)=:^Ka7)-hconst.; 

la fonction ^{x) ne diffère de Sa(a:) que par une constante. 

A toute fonction ^{x) du développement (i) correspond une période pri- 
mitive a, et les fonctions 'i^{x)^ ^ol^x) ne diffèrent que par une constante. 

Inversement, soit a une période primitive quelconque ; on a 

De deux choses l'une : ou bien il y a dans (i) une période commensurable 
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avec a, et alors la fonction périodique correspondante ne diffère de Sa(a;) 
que par une constante, ou bien il n'y a pas dans (i) de période commensu- 
rable avec a ; alors la somme 

est nécessairement constante, et, par suite, Sa(^) identiquement nul. De 
sorte qu'on peut dire finalement : 

A toute période primitive cl du corps réduit fondamental correspond 
dans le développement (i) une fonction ^a(^) de période a, qui ne 
diffère de Sa(a;) que par une constante^ et inversement. 

Si l'on assujettit enfin les fonctions 'j'aC^)? qui composent les divers 
termes du développement, à avoir une moyenne nulle, c'est-à-dire 

on a alors exactement 

On voit bien maintenant que si une fonction quasi-périodique^ unifor- 
mément continue^ est développable en série dont les termes sont des 
fonctions périodiques à périodes deux à deux incommensurables y ce 
développement est unique (*), aux constantes près que Von peut ajouter 
à chaque terme; les périodes qui y figurent sont les périodes primitives 
du corps réduit, et les fonctions correspondantes les fonctions Sa(a;), dont 
on constate une fois de plus l'importance. 

Dans toutes ces propositions la convergence uniforme est une condition 
essentielle. Nous avons montré, en effet (p. 126), qu'une fonction continue 
quelconque peut être représentée par une série dont les termes sont des 
fonctions périodiques, et les périodes une suite de nombres croissants, 
grandissant indéfiniment et arbitrairement donnés; mais la convergence 
n'est plus uniforme. 



( 1 ) On fait abstraction de l'ordre que peuvent occuper les termes dans le développement 
considéré. 
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Représentation approchée des fonctions quasi-périodiques ^ par une 
somme finie de fonctions périodiques à périodes deux à deux incom- 
mensurables. — La fonction quasi-périodique /(a:) pouvant toujours être 
représentée, avec l'approximation e, par une somme finie de sinus et de 
cosinus dont les périodes appartiennent au corps réduit fondamental, il en 
résulte immédiatement que l'on peut représenter /(a?), avec une approxi- 
mation donnée e, par une somme finie de fonctions périodiques dont les 
périodes sont des périodes primitives du corps réduit, et, par suite, deux à 
deux incommensurables. 

Il y a toutefois une remarque à faire : c'est qu'on pourrait représenter 
f{x) avec l'approximation £, par une somme finie de fonctions périodiques 
à périodes deux à deux incommensurables sans que toutes ces périodes 
appartinssent au corps des périodes de f(x). Mais, dans ce cas, l'oscilla- 
tion des fonctions périodiques correspondantes serait infiniment petite, infé- 
rieure à 4£j c'est-à-dire qu'elles différeraient d'une constante de moins de 4 £• 

En eflFet, soit 

^i(^)-+-^t(^)-H...-+-^n(^) 

une telle somme. On peut toujours supposer, en ajoutant une constante 
convenable Bo, que les fonctions ^(x) ont une moyenne nulle, c'est- 
à-dire que 



X 



àt 



Par hypothèse on a donc, quel que soit x. 

D'autre part, considérons une représentation de f(x) avec la même 
approximation e, 

Ao4-cp,(^)-h9,(a7) 4-...-h9;„(^), 

dans laquelle les périodes a^, a.,, . . ., a,„ des fonctions périodiques ç,, 
?2j •••5 ?m appartiennent au corps réduit, les fonctions <p ayant leurs 
moyennes nulles; cette représentation est possible. On conclura de là 

l 
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et, par suite, quels que soient a: et A, 

Si Ton donne à h une valeur incommensurable avec chacune des pé- 
riodes a,, . . ., a,„, 6|, . . ., 6;,, il viendra d'abord 

|Ao — Bo|22£. 

Soit maintenant 6/ une période incommensurable avec chacune des pé- 
riodes a^, a,, . . ., a^; on aura, en faisant h = 6,-, 

|Ao-Bo-l-+/(x)|<a£, 
et, par conséquent. 

L'oscillation de la fonction périodique ^i{x) est donc nécessairement 
très petite si e est lui-même très petit. 



FONCTIONS QUASI-PERIODIOUES D OKDBE INFINI. 

L'existence des fonctions moyennes n'est pas absolument particulière aux 
fonctions quasi-périodiques. Elle exprime une propriété qui, d'après le 
théorème de la page 212, appartient à toutes les fonctions développables en 
séries uniformément comergenteSy dont les termes sont des fonctions 
quasi-périodiques uniformément continues et définies sur des champs qui 
peuvent être différents. En faisant la somme des n premiers termes, on ob- 
tient une fonction quasi-périodique dont l'ordre pourrait augmenter indéfi- 
niment avec n. Les fonctions limites ainsi définies constituent l'extension 
la plus naturelle des fonctions quasi-périodiques uniformément continues. 
Il est clair, puisque ces dernières peuvent être représentées, avec telle 
approximation que Ton veut, par des sommes finies de sinus et de cosinus 
dont les arguments sont proportionnels à x^ que les fonctions précédentes 
peuvent toujours être développées en séries uniformément convergentes 

(0 ?i(-2^) -i-?t(^) -+-... -^9)t(^) -«-•••» 
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dans lesquelles le terme général ça(^') ^st une somme de sinus et cosinus 
dont les arguments sont proportionnels à x. 

On peut enfin obtenir pour ces fonctions des développements (i) où le 
terme général 9;^ est une somme de fonctions périodiques, les périodes figu- 
rant dans l'ensemble du développement étant deux à deux incommensu- 
rables, et dans ce cas ce développement est unique quant à la nature des 
fonctions périodiques qui y figurent. 

La propriété exprimée par l'existence de la limite des moyennes s'applique 
probablement à des fonctions qui n'appartiennent pas à cet ensemble de 
fonctions. En effet, d'après le théorème de la page 212, si l'on désigne par E 
l'ensemble des fonctions f{x)^ pour lesquelles [f{x\ h) a un sens, toute fonc- 
tion qui se met sous la forme d'une série uniformément convergente dont 
les termes appartiennent à l'ensemble E appartient elle-même à E, mais 
rien ne prouve que E se compose de l'ensemble des fonctions quasi-pério- 
diques d'ordre fini ou infini. C'est là une question que je ne me suis pas 
proposé d'étudier ici. 



SOiMMES FINIES DE FONCTIONS PÉRIODIQUES. 

Je montrerai, pour terminer cette Partie, comment l'application des 
moyennes permet d'étudier certaines propriétés des fonctions qui se mettent 
sous la forme d'une somme finie de fonctions périodiques. 

Soit f{x) une fonction de cette nature 

A-^) = 9i(^)-+-?î(^) + --'+9/*(^)- 

On peut toujours supposer que les périodes a,, a^, . . ., a„, des fonctions 
périodiques non constantes ç(a'), sont deux à deux incommensurables^ 
sans quoi on réunirait dans un même terme toutes les fonctions dont les 
périodes sont commensurables, en choisissant comme période commune un 
multiple commun de ces périodes. 

On a, quel que soit A, 

(I) (/(^),A) = (cpi(^),A) + (9,(^),A)-h...4-(9„(^),/i). 

E. 29 
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Posons d'une façon générale 

I r"' 

Si l'on fait, par exemple, 

on obtient 

(a) [f{^)y «1 ).= ?i(^) -i- M, -h Mj -h. . . H- M„. 

En posant 

Mz=:M,-hM,-f ...-hM„, 

on pourra donc écrire 

(3) f{x) = [f{.x),a,]^[f{x),a^]+... + {f{x),a,)-{n-i)VL. 

Ceci fournit donc un moyen, connaissant les périodes a,, a,, ..., a„, 
d'obtenir, à des constantes près, chacune des fonctions ^\{x)^ 92(^)j •••• 

Nous savons d'ailleurs, puisque f(x) est une fonction quasi-périodique 
uniformément continue, que, si elle se met sous la forme d'une somme de 
fonctions périodiques a périodes deux à deux incommensurables, elle ne 
peut s'y mettre que d'une manière, aux constantes près (p. 222). 

Enfin, l'ordre de la fonction f(x) est exactement égal à l'ordre g du 
corps déterminé par les périodes a,, aa, . . .. a^. 

En effet, soit p l'ordre inconnu de la fonction /(:£•). Tout d'abord il est 
clair que p est au plus égal à q. D'autre part, il ne peut lui être inférieur. 
En effet, la relation (2) montre que a, appartient au corps des périodes 
attaché à /(•^), puisque ç«(^) n'est pas constante; de même pour a^, 
«3, .. ., a„. 

Les périodes a,, cr^, ..., a^ appartenant ainsi à un même corps d'ordre/?, il 
y en a au plus p d'indépendantes ; donc q 5/?, de sorte que finalement/? = q. 
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QUATRIÈME PARTIE. 

APPLICATIONS. 



Dans cette quatrième Partie, je me proposé, non pas d'étudier systéma- 
tiquement les applications dont les fonctions quasi-périodiques sont suscep- 
tibles, mais seulement de signaler rapidement quelques problèmes où elles 
peuvent intervenir. 

Il semble que la notion de fonctions quasi-périodiques puisse fournir des 
considérations utiles dans des études de nature assez différente et, pour 
ainsi dire, chaque fois que dans une même formule, ou dans un même pro- 
blème, se trouvent réunis des éléments périodiques de périodes égales ou 
différentes. Aussi doit-on s'attendre à rencontrer la plupart des applications 
dans des problèmes d'Astronomie, de Mécanique ou de Physique mathéma- 
tique. L'importance des fonctions quasi-périodiques s'y manifeste généra- 
lement par la nature de leurs développements en série qui possèdent la pro- 
priété de converger uniformément dans un domaine infini. 

Ainsi, pour citer un exemple d'une extrême simplicité, soient M<, Mj, ..., 
M„, n corps attirés suivant la loi de Newton par un corps fixe M, dont la 
masse est infiniment grande par rapport à celle de chacun des corps M^, 
Ma, . . ., M„. Si ces derniers sont suffisamment petits, et restent assez éloi- 
gnés les uns des autres pour que leurs attractions mutuelles puissent être 
négligées, toute fonction liée à la position relative des points M,, Mj, . . ., 
M,i est une fonction quasi-périodique. Telle serait par exemple la distance 
de deux des corps du système. 

Il n'est nullement invraisemblable que la notion de quasi-périodicité 
puisse jouer un rôle dans le problème des n corps. Il semble même qu'^ en 
soit réellement ainsi, si Ton se reporte à un Mémoire de M. H. Poincaré (* ), 



(*) H. Poincaré, Sur l'intégration des équations du problème des trois corps {Bul- 
letin astronomique y t. XIV, 1897, p. 241-271). 
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OÙ, en ce qui concerne le problème des trois corps, les coordonnées des astres 
sont mises sous la forme de séries, dont les termes sont des fonctions pério- 
diques du temps. 

En Mécanique on retrouve les fonctions quasi-périodiques dans certains 
problèmes, où Ton étudie le mouvement d'un système autour d'une position 
d'équilibre stable, et lorsqu'on dépasse la première approximation. 

Enfin l'étude de la composition des mouvements vibratoires fournit aussi 
des applications intéressantes des fonctions quasi-périodiques. 

Pour citer encore un exemple très simple, considérons dans un milieu 
élastique (un gaz par exemple) deux sources d'ébranlements périodiques A 
et B, de périodes a et h. En un point M distinct de A et B, comment 
varie la pression en fonction du temps ou Télongation relative au mouve- 
ment d'une même molécule? Si les ébranlements en A et B sont infiniment 
petits, la pression P au point M est la somme de deux fonctions pério- 
diques de jiériodes a et 6. Mais, si ces ébranlements ne sont plus infiniment 
petits, ou bien si l'on veut tenir compte des variations du second ordre, 
la pression P est une fonction quasi-périodique uniformément continue 
attachée au champ des périodes a et 6; de sorte qu'outre des fonctions de 
périodes a et 6 interviennent, dans l'expression de P, des fonctions pério- 
diques dont les périodes appartiennent au corps réduit défini par les périodes 
fondamentales a et h. 

D'ailleurs M. Bohl, dans un Ouvrage publié en russe (* ), a fait une appli- 
cation précise et intéressante des fonctions quasi-périodiques à propos de 
la théorie de Helmholtz sur la composition des sons. 

APPLICATION AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

Sans entreprendre ici une étude approfondie de l'application des fonc- 
tions quasi-périodiques aux équations différentielles, je voudrais cependant 
indiquer quelques formes générales d'équations où peuvent intervenir des 
intégrales quasi-périodiques, me proposant d'ailleurs de revenir sur ce 
sujet. 

(») P. Bohl, Sur certaines équations différentielles d'un caractère général que Von 
rencontre en Mécanique, Dorpat, 1900. 
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La recherche des caractères fonctionnels des intégrales d'une équation 
différentielle est généralement un problème difficile. Les équations diffé- 
rentielles expriment en effet des propriétés qui lient les points infiniment 
voisins d'une intégrale, alors que les caractères fonctionnels expriment des 
propriétés entre des points à distance finie. Aussi le plus souvent ne dé- 
couvre-t-on ces caractères qu'après avoir effectué l'intégration. 

La périodicité simple est déjà une propriété qu'il n'est pas facile de 
mettre en évidence, et il n'y a pas de règle générale permettant d'obtenir 
les intégrales périodiques d'une équation différentielle quelconque. La 
quasi-périodicité n'étant qu'une extension de la périodicité, on voit que le 
problème doit être nécessairement plus compliqué encore. 

Il y a toujours, dans ces sortes de questions, deux cas à distinguer suivant 
que l'on recherche des propriétés appartenant à l'intégrale générale ou seu- 
lement à une ou plusieurs intégrales particulières. 

Ainsi, soit l'équation 

Si l'intégrale générale est une fonction périodique de période a, la fonc- 
tion 6(07, jk) est, quel que soit y ^ une fonction périodique de a? de période a. 
En effet, on a nécessairement pour toute intégrale 

et, par suite, 

e(y, a: -h a)— Q(y, x) = o, 

relation qui doit avoir lieu identiquement, sinon l'intégrale y ne pourrait 
dépendre d'une constante arbitraire. La condition n'est pas suffisante, mais 
elle est nécessaire. 

Au contraire la même équation différentielle pourrait fort bien admettre 
une intégrale périodique de période a sans que 6 (y, x) fût, par rapport à a?, 
une fonction périodique de période a. 

Le même raisonnement s'applique d'ailleurs à l'équation 

^ny ^ f d'^-^y d''-*y \ 

Si Tintégrale générale est une fonction périodique de période fixe a, le 
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second membre est nécessairement une fonction périodique de a?, de pé- 
riode a. 

Vis-à-vis des équations différentielles qui admettent comme intégrales 
générales des fonctions quasi-périodiques uniformément continues attachées 
à un même champ de périodes, il existe des conditions analogues. 

Soit 

une équation différentielle, admettant des intégrales continues uniformes, 
quasi-périodiques, attachées au champ des périodes a^^ a^^ ---^ ap (que Ton 
peut toujours supposer indépendantes) et possédant des dérivées quasi- 
périodiques. Soient^ une de ces intégrales, u;,, x\^ . .. , ar^ un système de 
valeurs quelconques attribuées aux variables a*,, x.,^ . . ., x^. Si 

X -\- m^ax — J7,, X -\- rn^a^ — .r„ ..., x -\- lUpOp — Xp 

sont infiniment petits, il est clair que 

e[y(x),x] 

est infiniment voisin de yX^)- D'autre part on a, en désignant par 
F(x^yX,2J ...,x^) l'associée de y, 

,, , d¥ dF àF 

par conséquent la fonction de x 

6[F{Xi,...,Xp),x] 

a une limite lorsque x -h m, a^ — x^ , x -h m^a^^ — x^j . . . , x -h nipUp — Xp 
deviennent infiniment petits. Il peut se présenter deux cas : 

i** a?,, x'a, ..., Xp étant donnés, la limite existe quel que soit F, c'est- 
à-dire quel que soit^; la fonction 6 (y, x) est alors, quel que soit y^ une 
fonction quasi-périodique attachée au champ des périodes a^, a^, ..., «p. 
Si Ton désigne par 0(y, ^i, ^a, . . ., Xp) son associée sur ce champ, le pro- 
blème revient à chercher les solutions périodiques de l'équation aux déri- 
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vées partielles 

d¥ dF d¥ ^,^ 

2** it|, jCa, . . ., ,Xp étant donnés, il leur correspond une ou plusieurs va- 
leurs de y^ pour lesquelles 0(jy, a) a une limite dans les conditions indi- 
quées; ces valeurs de j>^ sont des fonctions de x^, x^^ . . ., Xp^ et il reste à 
s'assurer que lorsqu'on y fait x^=^ x^ — , . .= aTp = x elles satisfont à l'équa- 
tion différentielle donnée. 

Si l'intégrale générale est une fonction quasi-périodique attachée au 
champ a,, a^, ..., a^, la fonction ^{y^x) doit être, quel que soit^, une 
fonction quasi-périodique de x attachée au même champ, comme cela ré- 
sulte immédiatement des raisonnements précédents. Cette condition, tou- 
jours nécessaire, n'est, bien entendu, nullement suffisante. 

La même conclusion s'étend aux équations différentielles d'ordre supé- 
rieur. Si l'équation 

admet une intégrale générale quasi-périodique attachée au champ des 

périodes a^, «a, ..., a^, le second membre est, quels que soient , ^j^ > 

'^[^1 ) • • • > JK? uï^c fonction quasi-périodique attachée au même champ. 

Sans que l'intégrale générale soit quasi-périodique, on se trouvera sou- 
vent en présence d'équations différentielles mises sous la forme (i), dans 
laquelle O est une fonction quasi-périodique de x. Dans ce cas, si l'on 
appelle 

l'associée de O sur le champ des périodes indépendantes a,, a,, ..., o^, la re- 
cherche des intégrales quasi-périodiques admettant des dérivées elles-mêmes 
quasi-périodiques se ramène à la recherche des fonctions F(.x', , x^^ . . ., ^y>) 
périodiques en a;,, ar^, . . ., Xp^ de périodes a^, «j, . . ., o^, et satisfaisant à 
l'équation aux dérivées partielles 
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OÙ l'on a posé 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES A COEFFICIENTS QUASI-PÉRIODIQUES. 

Parmi les équations précédentes (dont le second membre est quasi- 
périodique en x) étudions d'un peu plus près celles qui sont linéaires 

et homogènes en ^^, ^^,y - . ., y. 

Soit donc une équation de la forme 

où R, R4, Rj, . . ., R» sont des fonctions quasi-périodiques uniformément 
continues. 

Le problème qui consiste à rechercher les caractères les plus généraux 
des intégrales d'une telle équation est d'un grand intérêt et d'une réelle 
importance ; mais il comporte aussi de sérieuses difficultés, et se ramène 
finalement à l'étude d'équations fonctionnelles assez compliquées. Je n'ai pu 
réussir jusqu'ici à mettre complètement en évidence l'existence des solu- 
tions de ces équations fonctionnelles, mais j'ai tenu à montrer la véritable 
nature des difficultés que l'on rencontre. 

Le problème posé peut être considéré comme une généralisation de celui 
où l'on suppose que les coefficients R, R|, . . ., R„ sont des fonctions pério- 
diques uniformes, de même période. C'est là un problème bien connu, traité 
successivement par M. Fuchs (*), par M. Floquet (^), et par M. Picard (•) 
dans le cas de fonctions doublement périodiques. Mais, tandis que dans ces 
cas Véquaiion fondamentale est une équation algébrique à coefficients 
constants, elle devient ici une équation fonctionnelle, et c'est là l'origine des 
principales difficultés. 



(*) Journal de Crelle, t. 66. 

(«) Annales de VÉcole Normale, t. XII, i883. 

(») Journal de Crelle, t. 90. 
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Nous pouvons toujours supposer que les coefficients R, R|, . . ., R„ sont 
des fonctions quasi-périodiques attachées au même champ de périodes. En 
effet, si A, A|, ..., A„ sont les champs sur lesquels sont respectivement 
définies les fonctions R, R,, ...,R„, leur champ résultant (p. iio)est simul- 
tanément attaché aux mêmes fonctions ainsi que tous ses équivalents, parmi 
4esquels se trouvent des champs de périodes indépendantes a,, a^, . . ., a^. 

Désignons par 

y (^i> ^1» • • •> ^p)f Ui v»^!» «^jj • • •> ^p) 9 • • • > y»(«^i> -^î» • • •> '^p/f 

les associées de R, R,, . . ., R;, sur le champ unique défini par les périodes 
indépendantes «i, «25 • • m «/»; Q? Qn • • •? Q» sont des fonctions continues 
périodiques en a;,, rr^, ..., Xj, de périodes a,, a^, ..., a^. Nous poserons, 
pour simplifier, 



p,(^„...,:p^) = :^, p,= ^, .-, P«=^- 



La recherche des intégrales quasi-périodiques de l'équation (i) se ramène 
à celle des fonctions fix^^x^^ . . ., ^^) qui satisfont à l'équation aux déri- 
vées partielles ( * ) 

(2) AV-HP.A«-»/-t-..-+-P«-iA/H-Pn/=o, 

où l'on a posé 

Signalons tout d'abord quelques propriétés générales du symbole A/. On a 

A(/(p) = 9A/-h/A9 
et, d'une façon générale, 

A'»(/9) = 9 avh" 'i A9 A'»-v-+- ^^^^-— ^ A'? ^""Vh-- • • + /^''? ; 
le même symbole satisfait aussi à la formule de différentiation des fonctions 



(*) En supposant les dérivées quasi-périodiques. 

E. 3o 
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de fonctions 

A[F((p)] = F(cp)Â(p 

et à la formule des différentiations composées 

Envisageons maintenant le symbole A au point de vue des substitutions 
linéaires. Soit la substitution linéaire à déterminant non nul 

iji = y 1 '3?, -+- yj x, + . . . -f- y * ^^, 
jp= y?-^i H- y? J^i -^ . . . -f- y^pXp. 

Par cette substitution, la fonction /( j:^ , , x'a , . . . , Xp) devient ç {y^ > JK2 > • • • j ») 
et l'on a 

où B,, Bj, . . ., B^ sont des constantes déterminées par les équations 

/ Bi = yîA,-t-...4-yiAp, 
(4) 

( D^=yVA,4-...-hy^A^. 

Les constantes B,, B2, . . ., B^ se déduisent ainsi de A,, A^, . • ., A^ par la 
même substitution (3). En posant 

A,o = B,^4-B,^4-...+ B,|^, 



^'/i ^7î ' ■ ''(^y, 



p 



on peut écrire alors 

A/=iA,9 

et, d'une façon générale, 

AV=A}9. 

On voit en particulier que si la substitution (3) était choisie de façon que 

par les formules (4) on ait 

— ^— ^- — % 

B j = B> rz: . . . m Bp = O, 
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il viendrait 






Dans ce cas réquation aux dérivées partielles (2) deviendrait une équation 
ne contenant que les dérivées partielles par rapport à la variable y^ . Sup- 
posons, et c'est le cas qui nous occupe, que 

Ai=: A,=. . . = Ap—i, 
et considérons toutes les substitutions (3) qui donnent par les formules (4) 

B| r^ B j = . . . rz= Bp :zz O. 

En résolvant par rapport à a;,, iPa, . . . , o;^, on peut écrire une telle substi- 
tution 

^1 = B, /i -h ai 7î -+- . . . -t- d'pXp, 

.5. j ^i = B,j^j+ôî/,4-...-i-dj7p, 



les coefficients 8 sont arbitraires à la seule condition que l'on ait 



^o. 



« 


B. dj ... 3« 




B. i\ ... a* 




B, a? ... 3? 


Par la substitution (5), le symbole 


vipril" 


▼ ICllL 


A., = B.|-. 



JÈL 

dxo 



Soient maintenant a,, a,, ..., o^ les coordonnées d'une période dans le 
système d'axes 0{x^^ x^j ..., x^)\ elle se transforme par les formules (5) 
en une période de coordonnées p,, ^2, . . ., P^. La substitution peut-elle être 

choisie de façon que 

(3,= (3.=...= (3p=o? 
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Cela exigerait que Ton ait 

a, = B,p„ a,=z:B,(3,, ..., ap=B,(3„ 

c'est-à-dire 

aj = «1 = . . . = dp. 

En particulier, si P(ic,, a^j,, ...,a?p) est une fonction périodique en 
Xtj x^y . . ., a?y, dont les périodes correspondantes a«, a^? • • •? ^/» sont iW^- 
pendanlesy cette fonction n'admet aucune période dont les éléments a,, 
ttg, . .. , o^ puissent satisfaire aux conditions précédentes, puisque les coor- 
données a,, a,, .. ., oLp sont nécessairement de la forme 

/Wi, mg, ...^rrip désignant des nombres rationnels. En d'autres termes, on 
ne peut trouver aucune période de P(^i, ..., Xp) qui se change par la 
substitution (5) en une période dirigée suivant l'axe Oy^. 

Mais si Ton se donne arbitrairement (p — i) périodes distinctes, c'est- 
à-dire telles que dans le Tableau de leurs éléments 



il y ait au moins un déterminant d'ordre {p — i) différent de o, on peut 
trouver une substitution (5) qui transforme ces (/> — i) périodes en périodes 
dirigées respectivement suivant les axes O/j, Oj^,, . . ., Oyp, Cette substi- 
tution a la forme suivante : 

a, a^ ' bi bp 

(6) \ ût, * a, * bt ^ bp 



ap ûp ^ b^ '^ bp' 



les constantes B,, 63? •••5 6/, sont arbitraires, mais non nulles. Le déterminant 
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de cette substitution est, à un facteur près, 
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m; m 



m 



— m 



— ml 



mP 



mî^ 



il est différent de o puisque, par hypothèse, les périodes a^^ a.j^^ . ..^ ap 
sont indépendantes. Il résulte de là que, par une substitution linéaire de la 
forme (6), on peut transformer l'équation aux dérivées partielles (2) en une 
équation de la forme 

les fonctions M,, Mj, ..., M^^ étant périodiques en j^aj^s? '"yy^ 

Revenons à l'équation (2) sur laquelle on peut étudier directement 
quelques propriétés relatives à ses intégrales. 

^^ ft /m f^y '*"i fn sont ( 71 -+- 1 ) intégrales quelconques de cette équa- 
tion, il est clair que Ton a entre ces fonctions la relation identique 



/ /i /. 



fn 
àfa 



= 0, 



AV AVi /. ... AV» 
Si/0/2, . . .,/* sont A: intégrales quelconques, toute fonction de la forme 

OÙ X,, ^2, . . ., Xjt sont des fonctions quelconques satisfaisant aux conditions 
AXt = o, AX,=o, ..., AXa=o, 

est aussi une intégrale. 

On dira que n intégrales fnf29 •••>/» ^^'^^ indépendantes si le 
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E. 


ESCLANGON. 




déterminant 










/. 


h ... 


/. 


n — 


A/. 


A/. ... 


A/» 



A«-*/, A«-y, ... A»-% 

n^ est pas identiquement nul. Il est clair qu'entre n intégrales indépen- 
dantes ne peut exister aucune relation de la forme 

OÙ X,, Xj, . . ., \ sont des fonctions vérifiant 

AX,=i:o, ..., AXrt = o. 

Au contraire, si n intégrales /i,/^, . . .,/„ sont dépendantes, c'est-à-dire 
si D = o, il existe entre ces fonctions une relation de la forme 



avec 



àkkx = 0, . . . , AX„ :=z O. 



En effet, supposons par exemple 



D' = 



A»-y, ... 



/n 

A»-y„ 



F^o, 



et écrivons les équations 



A«-Vi = /J^. A»-«/,-f- 4-fx„ A»-%, 

qui déterminent entièrement les coefficients inconnus [l^^ [x,, ..., (x^. 

Puisque D = o, les coefficients [x ainsi déterminés satisfont en outre à 

Téquation 

A"-*/, = fjL, A«- y, H- . . . -4- fjL„ !«-»/„. 
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D'autre part, effectuons sur les relations précédentes l'opération définie 
par le symbole A. Il vient 

/tAfXj -+-/,Afx,4-...4-/„AfX;, =0, 
A/iA(x, H- -f-A/„Afx„ =0, 



A^-y, Afx,4- 4- A»-y„ Afx^= o, 

c'est-à-dire, puisque le déterminant D' est différent de zéro, 

et l'on a, d'autre part, 

Il résulte de là que si l'on connaît n intégrales indépendantes fs^f^^ . . ., 
/a de l'équation (2), on les aura, toutes en posant 

/= ^1/1-+- Vî-^- • • + ^»/«» 

X,, Xj, . . ., X;j étant des fonctions quelconques de a?,, iCa, . • ., Xp assujetties 
aux seules conditions 

AX| = 0, ..., A>„=:0. 

Ces résultats pourraient être obtenus au moyen de l'équation (7) : en 
effet, en désignant par^<, (pa, ..., 9^ ^ intégrales indépendantes de cette 
équation, l'intégrale générale se met sous la forme 

jji,, [x,, ..., (ji„ étant des fonctions quelconques des seules variables /a, 
JKs) • • •» JV>; résultat qui, en tenant compte de la substitution linéaire, coïn- 
cide avec le précédent. 

Voici, maintenant, l'hypothèse que je ferai sur l'équation (2) : je sup- 
poserai qu'elle admet n intégrales indépendantes uniformes fi^f%^ . . ., 
/„. Toutes les intégrales uniformes de la même équation sont alors données 
par la formule 

OÙ X^, Xj, ..., X;, sont des fonctions uniformes quelconques, vérifiant les 
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équations 

AX| = o, A^t = o, . . . , AX„ = o. 

On remarquera que si dans X/ on fait :r< = otj == . . . = a:^= a;, X,- devient 
une constante. Dans les mêmes conditions, toute intégrale de (2) devient 
une intégrale de (i). 

Enfin, si f{x^ , ar^ , . . . , x^ est une intégrale quelconque de ( 3), la fonction 

est aussi une intégrale, quels que soient les entiers /Wi, m^, .. ., m^. Cela 
résulte immédiatement du fait que les coefficients P,, Pj, ..., P„ sont 
périodiques en o^i, x^, . . ., Xp. 

Désormais, je ne considérerai parmi les intégrales de (2) que celles qui 
sont uniformes. 

Théorème. — V équation (2) admet un' système (^et par suite une infi- 
nité) d^ intégrales indépendantes uniformes y périodiques séparément par 
rapport à (/? — i) quelconques des variables; x^^x^^ ...^ Xp par exemple. 

Cette proposition résulte, comme on va le montrer, du théorème de 
Cauchy sur l'existence des intégrales. 

Tout d'abord effectuons un changement linéaire de variables, qui trans- 
forme le symbole A/ en ^> et les périodes 

(o, a„ o, . . . , o), (o, o, û„ o, . . . , o), . . . , (o, o, . . . , o, a^), 

respectivement en 

(o, 6„ o, ..., o), (0,0, 6„o, ...,o), ..., (o, o, ..., o, bp)\ 

cela est possible (p. 236). L'équation (2) devient alors 

et les coefficients M,, M^, . . ., M„ sont ainsi périodiques eny,, j>^3, . . ., y p. 
L'équation (7) est équivalente au système d'équations différentielles 
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linéaires 



(8) 









= Ut 



=r «„ 



à Un- A 

dyx 



= Un-i 



= — (M, w„_i-i-Mti/„_,H-. . .-h M„(p). 



Or, d'après le théorème de Cauchy, on sait qu'étant données les valeurs 

initiales 

9% u% «î, ..., <..; 7Î, yl ..., yl 

et n fonctions arbitraires 

holomorphes (*) au voisinage dey*,jj, ...,/^, se réduisant pour ces 
valeurs respectivement à 

il existe /i fonctions 

9iyuyu '",yph «i(yi>yj» • •>//»)> •"> ««-1(71,^1, •.•>r/')» 

satisfaisant aux équations (8) et se réduisant pour y^ =y% respectivement 
aux fonctions 

01, 6i, ..., On» 

Vis-à-vis de l'équation (7), cela signifie qu'étant données les fonc- 
tions 0,, O2, . . ., ô„, il existe une intégrale et une seule ^ çCXn^'a? • • '^JK/»)? 
telle que, poury^ =^0 l^s fonctions 

, . <?9 r^'9 c^^-^9 



(*) Nous faisons implicitement l'hypothèse que les coefficients M sont holonworphes. 

E. 3i 
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se réduisent respectivement à 



Oiiiyu ...,//»)• 



Ceci posé, donnons-nous pour G,, 6,, ..., 0„, n fonctions uniformes 
périodiques par rapport à chacune des variables j^j, j^, , . . . , jvVi, les périodes 
étant respectivement 63, Z^j, . . ., 6^, et supposons que l'intégrale correspon- 
dante f soit uniforme (nous démontrerons dans un instant qu'il en est bien 
ainsi); je dis que cette intégrale est périodique enj^^, y,, . . ., JV>. 

En effet, les coefficients M étant périodiques en j^2> y^j •••> Xpi ^^ 
fonction 

est une intégrale quels que soient les entiers n^, /^t, . . ., /i^. Or, les fonc- 
tions 0,, 62, . . ., 6^ ayant été choisies périodiques, on a, pour y^ = y% 

9i(y%yu ...,7/»)= 9{yiyyu ...,7p) = ^i(yi> ..•>//»)» 

^(7Î,7î, ...,7p)= ^W'^«' ...,7/») = ^*(ri' '"^yp)f 






"(/t> 7i> 



' ^^) = %yr^^'' 7i> • • • » yp) = 6»(7t>.. . •. jp); 



par conséquent, toujours en vertu du théorème de Cauchy, les deux inté- 
grales 

9(/i»7«» '">yp)y 9iyuyt'^^tàty -^^.yp^npbp) 

coïncident, ce qui démontre la proposition. 

Nous avons supposé que l'intégrale ç correspondant aux fonctions 
données est uniforme; voyons s'il peut en être réellement ainsi. 

Par hypothèse, l'équation (2) et, par suite, sa transformée linéaire (7) 
possèdent n intégrales uniformes indépendantes. Soient 9,, Ça, ...,?;» ces 
intégrales; le déterminant 



H=: 



?1 


<P. 


9« 


d9i 




<?9» 
■ ôy. 




ày'r • 


<?'-'9, 

• ayr 



(9) 
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n'est pas identiquement nul. On peut supposer qu'il n'est pas davantage 
identiquement nul si l'on y fait y, = jj; sinon on changerait de valeur ini- 
tiale. Toute intégrale uniforme de (7) est de la forme 

(X,, {jij, .,., (jL„ étant des fonctions uniformes des seules variables y^y 
y,, ..., 7p. Les fonctions ô,(ya, ...,»), ..., ©«(ja, •••? Xp) étant sup- 
posées uniformes, déterminons (jl,, (jl,, . . ., (X;, par les équations 

/*! ?i (7% 7«» • • « » JKa») -h f^t ?j(jK%/î» • • • » yp) -+-...+ fx„ 9«(/î, 7t, . . . , 7p) = ^1 (rï»r>» •••» y^)» 
• > 

f^i ^^/J/ (7Î>7î>"->jv)4- +f^«-j^;;«^(y%7î»-»rp) = ^«(rî'/3,..Mrp)- 

Ces équations définissent bien les fonctions uniformes [jl,, fx^, .,., pi;,, 
puisque le déterminant des coefficients est différent de zéro; l'intégrale 
correspondante 

? = f^i ?i 4- fiî9î-H . . • + Ht?/» 

est donc uni/orme. L'intégrale ç ainsi obtenue, et ses dérivées ^ , -^-2, . . ., 

. „_f se réduisent bien, d'après les équations (9), respectivement à 0,, 

^2? «'M ^n pour y^ = y^^] nous avons montré, d'autre part, que ç est 
périodique en 7,, j,, . . ., y^. 

On peut donc déterminer des intégrales de l'équation (7) périodiques 
^^ JKaj Xij • ••> yp' Voyons si l'on peut obtenir des systèmes de n de ces 
intégrales qui soient indépendantes. 

Donnons-nous les n systèmes de fonctions périodiques en y2^yt^ • • .? v> 



ôî(7„7.. •.•>/p)» •- ••- ^« 
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auxquels correspondent les n intégrales 

^1 = /^i ?i -+- f^i ?i -+-••• ■+- f^i ?«» 

> 

*„=H??i-<- +Fir.<pn. 

Les coefficients (x étant définis par n systèmes d'équations analogues 
à (9), on vérifie immédiatement que l'on a 



dy-r 



*. 









KÎ f^J 



Ki 



f*« 






?« 



9» 

àyt 



dy'r 



6\ e; 



6' 



o-i 



•' n. 



9. 
<>9i 

d"-' 9i 



9« 



/çl9,Y 



/ <^"-'9. V 



9« 
^9» 



9» (/?..''•-» •• 



<yp) 



\ àyr ) 



B\ B\ 



0.'! 



0" 

^ El 



HO'Î, r„...,y;,)' 



Ces relations montrent que les intégrales <&i, $a, .., *» sont indépendantes, 
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si Ton a choisi les fonctions de façon que le déterminant 



/, ... v„ 



0î ... ei 



ne soit pas identiquement nul, ce qui est possible d'une infinité de 
manières. 

Le théorème est complètement démontré en ce qui concerne l'équa- 
tion (7). 

Soit $,, $2, ..., 0„ un système de ces n intégrales. Toute intégrale 4>, 
périodique également en ^2? ^3? •••) y'p', est donnée par une fonction 
linéaire 

où V,, Vj, ..., v„ sont des fonctions uniformes quelconques de^j? JKs? •••j^y?? 
mais périodiques par rapport à ces variables. En effet, considérant la 
période b^ par exemple, on devra avoir 

d'où, puisque les intégrales 4>,, . . ., $« sont indépendantes, 

on aura des relations analogues relativement aux autres périodes 

^3) • • • j Op. 

En faisant la substitution inverse de celle qui a fourni l'équation (7), 
on arrive à cette conclusion que V équation (2) 

admet des systèmes de n intégrales uniformes et indépendantes y pério- 
diques par rapport à (p — i) quelcomques des variables x^^ x^^ . . ., x^,. 
Si fi 5 /a, • . . , /« désignent les intégrales d'un tel système, périodiques en 
Xa^ x^j ...y Xj, par exemple, toutes les intégrales périodiques par rapport 
aux mêmes variables pe^went se mettre sous la forme 
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X,, Xj, ..., \ étant des fonctions quelconques, périodiques en a:,, 
^31 • • •> ^/»> satisfaisant aux conditions 

AX, =:o, A>,=:o, ..., AX„=o. 

Ces dernières expriment d^ailleurs que les fonctions X,, Xj, ..., X^ 
dépendent des seules variables 

et sont périodiques, de périodes a^, a,, ...» û^, par rapport à ces va- 
riables. 



Sur un système d'équations fonctionnelles déduites des équations (2) 
t (7). — La démonstration du théorème précédent, entreprise d'une façon 
différente, conduit à des systèmes d'équations fonctionnelles, dont il ne 
serait sans doute pas facile de mettre directement les solutions en évidence. 
L'existence de ces solutions étant assurée d'autre part, on peut en tirer 
quelques conclusions intéressantes vis-à-vis de ces équations fonctionnelles, 
et voir de quelle façon elles se rattachent aux équations aux dérivées par- 
tielles de la forme (2) ou (7). 

Raisonnons sur l'équation (7) et bornons-nous, pour simplifier, au cas de 
deux variables. Considérons donc l'équation 



ou 



(«o) |^ + m,(x,:k)^+...+m„<p=o, 

M,, Ma, ..., Mrt étant des coefficients périodiques par rapport à a;, et de 
période a. D'après le théorème précédent, il existe des intégrales pério- 
diques en x\ 

Soient maintenant 9, (a:, j), 92(0;, y), . . ., 9„(.t, y)^ n intégrales quel- 
conques indépendantes de l'équation (10). Les fonctions 

sont aussi des intégrales indépendantes de la même équation. 



LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 



On peut donc poser 



00 



<pi(a7 + ei,7) = v}(^)(pi-*-vî(a?)9,-f-...4-vi(x)9„ 
<p,(^-+-a,7) = v;(a7)(pi-f. ^vj(a?)<p„ 



et le déterminant 



n'est pas identiquement nul. Soit 

? = Fi('2?)?i-t-/^i(^)?s-+- 

une intégrale quelconque de (lo). On a 

-h fjLj( j? -f- a) [v* (pi 4- . . . 4- V 



•H«(^)?/* 



?*9»] 



Pour que l'intégrale ç soit périodique en a?, il faut donc que 



(12) 



|Xi(a? -+- a)v} -f- /jLj( J7 H- a) v* ■ 
^i(a:-Ha)vJ + 



.4-/x„(a?-ha)vJ = /x,(x), 



f/,(j7 4- cf)vl-h -h P«(^ H- «)vS = fx„(a?), 
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■M'^+«)[^'i?i+----'-<?i»]- 



et ces conditions sont suffisantes. Or ce sont là des équations fonctionnelles 
par rapport aux fonctions inconnues [''^(oo)^ ^-2(^)7 • • •? V-ni^)* L'existence 
de leurs solutions nous est assurée par le théorème démontré plus haut. Si 
l'on sait trouver l'intégrale générale de (10), ou si l'on a déterminé n inté- 
grales indépendantes périodiques en x, on saura, par là même, obtenir 
toutes les solutions du système (12). 

Les équations fonctionnelles de la forme (12) ont, à parties conditions 
d'existence des solutions, les plus grandes analogies avec les systèmes 
d'équations différentielles linéaires, et je me borne à énoncer quelques 
résultats sans doute connus. 
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Si Ton appelle solutions indépendantes y n solutions ([jlJ, a^, ..., (jl,^), ..., 
((jl", . . ., [xj*) pour lesquelles le déterminant 



Fi f^i 



Fi 



K 



n'est pas identiquement nul, toute solution se met sous la forme 






C„fxî, 



F«=^c,//i-h -i-C;,/i;;, 



où C,, Ca, ..., C;, sont des fonctions périodiques quelconques de période a. 
Inversement tout système de cette forme est une solution. 11 en résulte immé- 
diatement que (JL,, par exemple, vérifie une équation fonctionnelle de la 
forme 



(i3) 



AofX|(j? H- na) -h A,/Xi[a? 4- (/i — i)a] 



•A„fz(x)=:o, 



dans laquelle les coefficients A,, Aa, ..., A„ sont des fonctions uniformes 
de X. 

Il suffit, pour le voir, d'éliminer C,, G,, . . ., C^ entre les équations 

^,(jr4-«) —C,ii\{x^a) -h...4-C;,,a'J(.r-+-«), 



|jLi(j? + /ïa):=:C,|UL|(j7-h/ia)-h. . . 4-C„fJiî(j: + /la). 

Relativement aux équations de la forme 

(i4) f{x-hna) ^Ai(x)/[a?-4-(/i — i)«] -H...H- A„/(a:) = o, 

on peut énoncer quelques résultats analogues à ceux que l'on obtient vis-à-vis 
des équations diflërentielles linéaires homogènes. 

Si/,, /j, . . .,/a sont des solutions, toute fonction de la forme 

B,/i-hB,/,-f-... + BA/^, 
où B,, Bo, . . ., B;t sont des fonctions périodiques quelconques de période a, 
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est aussi une solution. En posant, d'une façon géné»rale, 

on dira que k fonctions sont indépendantes vis-à-vis de la période a, si 
le déterminant 

/. /. ... /* 



/."' 



/<*-" ., 



Jk 



Jk 



U--1) 



nest pas identiquement nul. D'après cela, (/i 4- 1) solutions quelconques 
de l'équation (i4) sont toujours dépendantes. 

Si k fonctions sont indépendantes, il est clair qu'il ne peut exister entre 
elles aucune relation de la forme 

où B|, Bjj, . . ., Hk sont des fonctions périodiques non nulles à la fois. 

Au contraire, si (/c -h i) fonctions/, /,, /a, ...,/* sont dépendantes 
YÎs-à-vis de la période a, il existe nécessairement entre elles une relation 
de la forme précédente. Pour le voir, il suffit de déterminer B,, B^, ..., B^t 
par les équations 



/(^-i)= B,/l' ''-!-...• + B,./i*-*'; 

les coefficients B ainsi définis vérifient alors la relation 

D'autre part, en remplaçant dans les premières x par x -\- a, et tenan 
compte de ces relations mêmes, on obtient 

(BV^-B.)/,'^ + ...+ (B,)^--BA)/i.^^-o, 

»»»» • » 

. (B',"-B,)/l*' + ... + («'."- Bx.)/l*'=o 



E. 



32 
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et, par suite, 

ce qui exprime la périodicité des fonctions B,, B,, . . ., Bj^. 

Il suit de là que, si /,, f^y '"y fn désignent n solutions indépendantes 
de l'équation (i4)> toute «plution est de la forme 

/=çB,/, + B,/,-f-...-HB„/„; 

inversement, toute expression de cette forme est une solution. 

Un cas particulier intéressant est celui où les coefficients A,, Aj, . . ., A,» 
de Téquation (i/J) sont eux-mêmes des fonctions périodiques de période a. 
On peut alors trouver des solutions F (a?) pour lesquelles on a 

¥(x-^a)=zB{x)¥{œ), 

£(a?) étant une fonction périodique de période a; e est dans ce cas racine 
d'une équation algébrique de degré n à coefficients périodiques, jouant ici 
le même rôle que l'équation fondamentale dans l'étude des intégrales 
d'équations différentielles linéaires homogènes à coefficients périodiques. 
Le cas le plus simple est celui où A^, A^, . . ., A„ sont des constantes; 
l'équation algébrique en e est alors à coefficients constants. A chaque 
racine correspondent des solutions F(a?) qui se mettent sous la forme e'"-^$(a?), 
$(x) étant une fonction périodique de période a. Je n'insisterai pas davan- 
tage sur les relations évidentes qu'il y a entre ces équations fonctionnelles et 
les équations différentielles linéaires à coefficients constants. 

Recherche des intégrales complètement périodiques de l'équation (2). 
— Si l'équation (i) de la page 282 admet des intégrales quasi-périodiques, 
l'équation aux dérivées partielles (2) de la page 233 admet des intégrales 
périodiques en a:,, x^j ..., o?^; mais celle-ci n'admet généralement pas de 
telles intégrales. Il n'est pas difficile de rechercher les conditions pour 
qu'il en soit ainsi. 

Considérons l'ensemble des intégrales de l'équation (2) périodiques en 
X2, x^y ...j Xj,^ ei soit/'(a:,, rcj, . . ., iPp) l'une quelconque d'entre elles. Les 
fonctions /(x^ -h a,, a?j, . . ., a^), . . ., /(x^ -h na^y a?,, . . ., Xp) sont aussi 
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des intégrales; il existe entre ces (/i H- i) intégrales une relation de la forme 

Ao/(^i H- noi, . . . ) 4- A,/[d7| -h (n — i)a„ . . .] h- . . . 4- An/=o 
dans laquelle on a 

mais un certain nombre de coefficients Ao, A,, Aa, ... pourraient être nuls. 
Supposons que A;,_v soit le premier coefficient différent de o ; on pourra 
écrire en divisant par A„_v 

(0 /(^i-+-va„ ...) 

= f^o/(^i, ...)+f^i/(^i -*-«!> ...)-^.-.-+-fAv-i/[^i+(v — i)ai, ...] 
avec 

Les coefficients [jl©, [x^, ..., {Xv_i sont d'ailleurs périodiques en Xj, x,, ..., aTp. 

L'entier v pourrait s'appeler V ordre de Vintégrale f\ v est au plus égal 
à n. 

Le problème qui se pose est le suivant : 

Dans le cas le plus général existe-t-il des intégrales dont V ordre soit 
inférieur à n^ 

Nous dirons quelques mots de ce problème dans un instant; on peut 
trouver une condition d'existence d'intégrales complètement périodiques 
sans résoudre ce problème général. 

Soit/(a;4, Xj, . . ., x^,) une intégrale d'ordre n périodique en x^j a:,, . . ., 
Xp. On a donc 

(Xo, [ji,, . . ., ^kn^^ sont des fonctions des seules différences 

l/j — ^j ■"" ^%f Wj — Xi "— X^f * * • 9 ^/> — ^1 ~~" ^/» 

périodiques en Ma» "s? • • •> w^ de périodes a^^ a^^ ..,^ ap. 

D'autre part, toute intégrale périodique en x^^ a;,, ...^Xp se met sous la 
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forme 

(3) F(x„ . . . , j:^) = Xo/-^ ^i/(-2?«-+- a„ . . .) 4-, . . + l^..,/[ j-, 4- (/i — i)a„ . . .], 

les X jouissant des mêmes propriétés que les pi. Remplaçons .r, par x, -f- a,. 
Le coefficient X,(w2, w,, . .., w^,) devient X«(w2-h «i, Wj-ha,, ..., «/,-+- ûi), 
et pour simplifier nous poserons 

Nous obtenons de cette façon 

F(j:i-l-a,,x„ . . .fJTp) 

— K/i^i-^^u ...)-^>-'i/(^i+2ai, ...)H-...-hX;._i/(xi+/i«i, ...) 

et, en remplaçant /(x^ -+- na^J . . .) par son expression (a), 

Pour que l'intégrale F soit entièrement périodique, il faut et il suffit que 
Ton ait 

Aq 4-piA„_j -~ Al, 

(4) {>.', +pi,>;, . -=x., 



A/i-i H- f^n-iA;,_i — Art_i. 



Ce sont là des équations fonctionnelles qui doivent avoir des solutions 
par rapport aux fonctions inconnues Xo, X,, . . ., X^,.,. Éliminons X^, X,, ..., 
X„_a et pour cela posons d'une façon générale 

^^*U''i» "a, ..., W;,) = A(a,-h Aâr„ «,4- Aa„ ...,«^4- kai). 

Si dans la première des équations (4) on remplace u^j ..., Up par 
W2-I- (/i— i)a,, ..., M^H- (/i — i)a,, danslasecondepartta-i-(/i — 2)a|, ..., 
«y, -4- (aa — '^)cin etc., et si Ion ajoute, il vient 
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Une condition nécessaire est donc que cette équation admette des solu- 
tions en "kn-ij périodiques par rapport aux variables w^, u.^, . . ., w„; elle est 
d'ailleurs suffisante, car, si X„_, est une telle solution, les équations (4) 
fournissent alors directement et successivement les autres fonctions incon- 
nues Xo, X^, ..., X„ 2. 

Il serait intéressant de rechercher les conditions que doivent remplir les 
coefficients (x^, ^L^ ..., [X;j_, pour que l'équation (5) possède eficctivement 
des solutions périodiques, mais c'est là une question qui présente de 
sérieuses difficultés et dans laquelle je n'entrerai pas ici. 

Quelques recherches sur les propriétés générales des intégrales de 
Véquation(y). — Lorsqu'on se propose, non de rechercher (s'il en existe) les 
intégrales quasi-périodiques de l'équation (i) de la page 282, mais d'obtenir 
les propriétés les plus générales des intégrales de la même équation, on 
se trouve amené à se poser le problème que nous avons énoncé un peu 
plus haut : 

Existe-t'il dans le cas le plus général des intégrales de V équation 

(6) AV+Pi(^i, ...,^/,)A«-V-^--.^-l'n('^i. ..•.^/')/=o 

dont V ordre soit inférieur à /i ? 

. Remarquons d'abord que, si une fonction /(a;,, Xjj, .. .,Xp) périodique 
en a;^, it'a, . . ., x^ vérifie une équation fonctionnelle de la forme 

(7) /(^l^-VÛTi, ...) 

dans laquelle (jlo, . . ., (Xv-i sont fonctions des seules variables 

M j — i37j — "^ly ^3 — *^\ — "^Zf ^p — *^i ^p 

et périodiques par rapport à ces variables (de périodes a^,, a,, ..., a^), cette 
fonction /"est intégrale d'une équation de degré v 

(8) ly 4- P; (^-i, . . ., ^;,) A--» 9 4- ... -f- P;(x„ . . ., .r^)9 = o, 

dans laquelle P',, . . ., P^ sont également périodiques en a;^, 07^, . . ., Xj, et, 



(9) 
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de plus, si/ est intégrale de (6), toutes les intégrales de Téquation (8) ap- 
partiennent à (6). 

Considérons, en effet, Péquation 



A*<p 




Av_iç 




A9 


9 


Ay 




Av-«/ 


• 


.. A/ 


/ 


Ay(a:,H-a„. 


• • • 


A^-»/(a:, + «„. 


..) . 


.. A/(j;,-ha„. 


..) /( 



) /(^iH-«if •••) 



(10) 



AV(^t-he/i, ...) 



Av-1/ 






AV[^i+(v-0«i,...] /[^i-+-(v-i)ai, ...] 



ces déterminants sont déjà périodiques en a?a, a?,, .. .y x^,. Si nous rempla- 
çons x^ par a?! 4- ai, et si Ton tient compte de la relation (7), sur laquelle 
on fait les opérations A, A*, ..., A", on voit que tous les déterminants 
considérés se reproduisent multipliés par (— iy~*(jLo, de sorte que leurs 
rapports restent invariables (*); ce qui établit la complète périodicité des 
coefficients P', , . . . , P^ . Ces coefficienls sont d'ailleurs uniformes si / est uni- 
forme. Les fonctions /(oo^y ...,a;^), f(x^ 4-04, ...), /[xt -4-(v— i)a,, ...] 
étant V intégrales indépendantes de (8), toute intégrale de cette même 
équation se met sous la forme 

(f z=z Xo/(^i, . . . , ^p) 4- hfi^i 4- «1, ...)■+•••• -+- ^v-i/[^i + (v — i)a„ . . .] 



:o; 



AV[^i-t-(v-i)ai, ...] /[a:, + (v — i)a„...] 

cette équation admet par rapport à ç les v intégrales indépendantes 

/, /(^i-+-a„ ...), ..., /[^i4-(v — i)a„ ...]• 

De plus, si on la met sous la forme (8), les coefficients P'^, . . ., Pv sont 
périodiques en a?,, iCa, ..., o;^. Ces coefficients s'obtiennent, en effet, en 
divisant par l'un d'eux les déterminants d'ordre v que l'on peut former avec 
les éléments du Tableau 



(*) On peut toujours supposer fio 7^ o sinon on poserait /i =/(a?i-h ûti, . . .) «t Ton rai- 
sonnerait sur la fonction /i qui serait d^ordre v — i. 
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avec 



AXo = AXj = . . . =z AXv-i = o 



et appartient, par conséquent, à l'équation (6) elle-même. 

On voit donc que l'existence d'une intégrale d'ordre v -< n entraîne vis- 
à-vis de l'équation (6) une réductibilité particulière; de sorte que si, dans 
le cas général^ il existait des intégrales d'ordre v < n, l'équation (8 ) admet- 
trait à son tour des intégrales d'ordre inférieur à v et, en continuant ainsi, 
on établirait l'existence d'intégrales d'ordre un. 

Mais si l'équation (6) admet une intégrale d'ordre un^ il existe une équa- 
tion de degré un 



(II) 



A/4-Ô/=o 



(0 périodique en^<, a?,, ..., Xp) dont toutes les intégrales appartiennent 
à (6). En effectuant sur (i i) les opérations A, A^, . . ., A""* . . ., il vient 



(12) 



AV-h^A/-4-A0/ = o, 

A V -+- A'/ -H 2 A5 A/4- A« 0/ =r o, 



AV+ ^A»-*/-*-. . .4- A^-'e/rr: O 

et, par élimination de/. A/, A*/, ..., A**/ entre les équations (6), (i i), (12), 

P| P, P, ... Pu 

. . A»-' 9 



(.3) 



. 9 („_0A9 ("-')(^«-^)a.( 



O I 

o o 



(/l-.2)A0 



A»-»0 



nr O. 



C'est là une équation aux dérivées partielles en 6, qui devrait admettre au 
moins une intégrale uniforme périodique en ar,, a?2, ..., Xp^ et rien n'in- 
dique, a priori f qu'il en soit ainsi lorsque P, , Pg, . . ., P» sont des fonctions 
périodiques quelconques, à cette seule condition que l'équation (6) possède 
n intégrales indépendantes uniformes. 

Cette méthode ne démontre pas davantage que l'équation (i3) ne pos- 
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sède pas d'intég^rales périodiques, car rcxistencc de telles intégrales 
pourrait tenir à la forme toute particulière de cette équation. C'est préci- 
sément ce qui arrive dans le cas des équations différentielles linéaires ordi- 
naires, à coefficients périodiques de même période, pour lesquelles on 
pourrait suivre une marche analogue. 

Il convient de remarquer que, s'il existe une intégrale de l'équation (G) 
périodique en x^^ x^^ .. ., Xj,^ d'ordre un par rapport à j?,, il existe des 
intégrales périodiques par rapport aux mêmes variables et pour lesquelles 
on a 

e désignant une constante. On peut, en effet, trouver une équation 

où désigne une fonction entièrement périodique, dont toutes les intégrales 
appartiennent à l'équation (G). Or, une telle équation, qui s'intègre aisé- 
ment, admet, en général (*), une intégrale de la forme 

f — e'''r<b{x^,x^, ..., Xp), 

r étant une constante, $ une fonction périodique en jr;,, .r^, . . ., x^. On a 
. d'ailleurs 

/•— — - / ••• / 0(x^, . . ., Xp)dx^dx^..,dxp; 

la même intégrale appartient à l'équation (G) et Ton a 



Le problème revient donc à chercher s'il existe des intégrales/ satisfai- 
sant pour des valeurs convenables de £ à l'identité (i 4), ce qui permet d'en- 
visager la question d'une façon un peu différente. 

Partons d'un système de n intégrales indépendantes, périodiques en ar,, 
x^, ..., x^j ci pour plus de simplicité choisissons un système de la forme 

f(xi, x^, . . ., Xp), /(xi -+-a,,.r„ . . ., j:^), .. ., /[jr, -h (w — !)«,, ^„ .. ., Xp], 



(») Les cas d'exceplion tiennent à des circonstances particulières relatives à la nature des 
périodes de la fonction 6; circonstances que nous avons signalées pages 55 à 62, 
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/ désignant une intégrale d'ordre n. On peut écrire 
/(a?j-h/iflr,, ...) 

H^o? H^n • • -5 H^n-i étant fonctions périodiques des seules variables 

Wj — ^1 «^f f • • • > ^p — «2^1 ""* *^«» 

Soit 

F = Xo/(^i, ..O-HÎ^i/C-^i + ^i. ...) + .• --^-^/t-i/C-^^i -+-(« — 0^1» .-.] 

une intégrale quelconque périodique ^n x^y . ..^ Xp (X^, . . ., X;,_, sont des 
fonctions périodiques de u^^ w,, ..., m^). Nous poserons, 

X^*^=:X(«,-h Ara,, w,-hX:«„ . . ., m^h- Aa,), 

le même symbole s'appliquant aux coefficients (x. En exprimant que les 
intégrales F(a;, 4- ««, it^, . . ., o;^) et £F(a7,, x^^ . . ., ^/,) sont identiques, 
il viendra 

('5) \ V +f*. >i.'l.=£i,. 



A„_, -r f*»-iA,|_, — eA„_|, 

et Télimination de X^, X^ , . . ., X;,«j| donne alors 

(i6) /xr *'^i;^i + ef^r*^>r/^ -h eVr*^ ^J*'^*'^ + . . • + ^"^-'l^n^-^^'iU - e-l^^i = o. 

C'est là une relation algébrique en £ et fonctionnelle par rapport à l'in- 
connue X;j_|. On peut, d'ailleurs, former une équation fonctionnelle qui ne 
dépende pas de £. Posons 

/) ^0 a ^1 a ^i»-t. 

^0 — K f ^1— ^ > •••> ^n-ï=s; » 

A«— 1 A»— 1 Art_.i 

les équations (i5) peuvent s'écrire, en les divisant membre à membre par 
E, 33 
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(•7) 
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û 

"^0 



^«-. -+-/^»-i=^Fo. 



L'élimination de 0<, O2, , . ., ô„_2 fournit alors Téquation fonctionnelle 



.%'' 



,,(rt-î) ,,(«-î),,(«-8) fiC^-J) iftlJ 

nS") ff^»-«) -1- t,(«-3) _ro 1 ,,(«-») r-o r^o . . » r-o • - -ro 



par rapport à la seule fonction inconnue O©. 

La question se ramène donc à celle-ci : réquafion fonctionnelle (18) 
admet-elle des solutions ^^ périodiques en u^^u^^ ...^Un. — L'existence de 
ces solutions est une condition nécessaire et suffisante, car si l'on en connaît 
une, Ojj, les équations (17) permettent de déterminer 6,, Oj, . .., O^^j. Si 
ensuite, l'on se donne arbitrairement Xn^^^ périodique en Wj? •••> "/»> l^s for- 
mules 

C/o = ^ > C7i = ^ J • • • > f/»-î = ^ 

A;,_l A„_l A||_l 

permettent de déterminer X^, X|, ..., X„_2, Les équations (i5) sont satis- 
faites en donnant à e une valeur qui n'est plus une constante il est vrai, 
mais l'intégrale correspondante étant d'ordre M/^, on est alors assuré de 
l'existence d'une intégrale F pour laquelle le rapport 

F(^., ...) 
est constant. 

En d'autres termes, l'existence de solutions périodiques 6^ de l'équa- 
tion (18) entraîne l'existence d'une fonction \_^ et d'une constante e per- 
mettant de vérifier la relation (16), et inversement. 

Je n'ai pas réussi jusqu'ici à élucider la question relative à l'existence des 
solutions Og de l'équation (18) dans le cas le plus général; quant aux con- 
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stantes e, il est probable qu'elles sont racines d'une équation algébrique de 
degré n à coefficients constants, indépendante du système d'intégrales qui 
sert à la former, et qui reste la même lorsque, au lieu de considérer les 
intégrales périodiques par ra]lport i\x^^ x^^ .. .^ Xp^ on considère celles qui 
sont périodiques par rapport à (p —i) autres variables quelconques. 

Ces problèmes ont une grande importance si l'on remarque qu'à toute 
intégrale d'ordre un de l'équation (6) correspond une intégrale de 
l'équation (i) de la page 282 

qui se met sous la forme 

e''f{x), 

f{x) étant une fonction quasi-périodique. 

Il est probable qu'il existe des systèmes d'intégrales fondamentales indé- 
pendantes, jouissant, vis-à-vis de la quasi-périodicité, de propriétés ana- 
logues à celles que l'on obtient en considérant les intégrales d'équations 
différentielles linéaires, à coefficients périodiques de même période. 

APPLICATION AUX MOYENNES d'oBSERVATIONS MÉTÉOROLOGIQUES. 

Je terminerai par une application assez curieuse des théorèmes que 
nous avons établis sur les fonctions moyennes déduites d'une môme fonc- 
tion quasi-périodique (p. 207 à 224). 

On sait que, dans les stations météorologiques, les observations sont 
groupées en séries dont on calcule les moyennes. Que signifient ces 
moyennes? Pour saisir exactement le sens de cette question, prenons un 
exemple précis. 

L'observation fournit directement la pression barométrique en fonction 

du temps. Soit 

H=/(x) 

cette fonction; x est le temps compté en jours moyens à partir d'une cer- 
taine époque origine. 



26o E. ESCLANGON. 

Or, imaginons qu'on fasse la moyenne des observations faites à minuit, 
par exemple : en appelant /île nombre d'observations, et supposant l'origine 
des temps choisie à minuit du jour origine, on forme la quantité 

c 

^1/(0) -4-/(0 -M) +/(04- 2)4-... -4./[o + (/i-l)]|. 

Le calcul montre que si le nombre des observations devient suffisamment 
grand, s'étendant à plusieurs années par exemple, cette moyenne a une 
limite fixe. C'est la pression moyenne de minuit. 

Si, au lieu des observations de minuit, on prend celles d'une heure quel- 
conque de la journée, la même pour chaque jour, la moyenne tend encore 
vers une limite déterminée, différente de la première. 

En d'autres termes la quantité 

^ !/(^) -^/(^ -^ -H. . . + /[a7 4- (n - I)] j 

a, quel que soit x^ une limite, pour n infini. Celte limite est une fonction 
continue de x périodique de période un qui s'appelle la variation diurne 
moyenne de la pression barométrique. 

D'une façon générale, le calcul des moyennes montre que les fonctions 
météorologiques, telles que /(x), jouissent de la propriété suivante : la 
quantité 

a, quels que soient x et h, une limite lorsque n augmente indéfiniment et 
cette limite est une fonction continue de x. Quelle est la signification des 
fonctions ainsi obtenues? Que représentent-elles vis-à-vis de la fonc- 
tion /(x) elle-même? Les propriétés des fonctions quasi-périodiques 
semblent fournir une réponse à cette question. 

En efl'et, l'existence de ces fonctions moyennes est un des caractères 
essentiels des fonctions quasi-périodiques uniformément continues. D'autre 
part, les phénomènes météorologiques semblent résulter nettement, à part 
les causes accidentelles, de causes périodiques en nombre fini, mais de 
périodes différentes. C'est ainsi que, pour la température et la pression 
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barométrique, les causes périodiques qui, en dehors des variations acciden- 
telles, paraissent intervenir sont : 

I® Une cause diurne de période a — i ; 

2® Une cause lunaire de période b = 29,53o5... ; 

3** Une cause annuelle de période c = 365,2422..., 

auxquelles il faudrait joindre probablement une cause de période d = 27,3 
correspondant à la durée de la rotation solaire, et une cause de période 
e = 1 1,1 X 365, 2/1 correspondant à la périodicité des taches solaires (*). 

Il peut exister, bien entendu, d'autres causes périodiques qui influent sur 
les phénomènes météorologiques ; c'est à l'observation et au calcul de décider 
jusqu'à quel point il en est ainsi, et si l'on peut, en dehors des varia- 
tions accidentelles, représenter les observations par une fonction quasi- 
périodique uniformément continue attachée au champ des périodes a, t, 
c, dj e. 

Nous faisons donc l'hypothèse que /(x) est une fonction quasi-pério- 
dique, hypothèse que seuls les calculs basés sur les considérations qui vont 
suivre seront capables de justifier. 

Les moyennes font tout d'abord disparaître ce que l'on pourrait appeler 
les fonctions accidentelles. Une fonction G (x) sera accidentelle si, quels 
que soient x ei hy la quantité 

i jÔ(:r) -+- Ô(^ 4- A) -4-. . . -h e[;r H- (/i - I) A] j 
a pour limite o et si de plus les nombres 

e{a:), 0(^-4-A), .. , Ô[^H-(/i — i)A] 

satisfont, quant à leur répartition autour de leur moyenne, aux lois de la 
probabilité (^). 

Le théorème des moyennes permettra de reconnaître les nombres h 



(*) Ces périodes ne sont pas encore très exactement connues. 

(>) Je ne discuterai pas les objections qu'une telle définition pourrait soulever; elle est 
en effet suffisante pour la clarté des raisonnements qui suivent. 
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appartenant aux corps des périodes. Si la fonction de x 

{f{x),h) = \\m'j^\f{x)+f{x^h)^.,.-^f[x^{n^i)h]\ 

n^est pas constante, le nombre h appartient aux corps des périodes, et Ton 
aura là un moyen pratique de vérifier que le corps des périodes est défini 
par a, b^ c, g?, e. Si h n'appartient pas (*) au corps des périodes on aura 

[f{x),h) = k,, 

Ao désignant la moyenne générale, ici la pression moyenne. 

On peut supposer que f{x) est développabie en une série de fonctions 
périodiques à périodes deux à deux incommensurables, car, s'il en était 
autrement, on pourrait toujours représenter f{x) avec une approximation 
supérieure à la précision des observations, par une fonction qui jouirait de 
cette propriété. On écrira donc, en réunissant dans un même terme les deux 
fonctions égales Sa(x), S^(x), 

(I) /(^) = Ao + 2Sa(^), 

les fonctions périodiques S» ayant chacune une moyenne nulle. Nous 
savons que les périodes a sont les périodes primitives du corps réduit fon- 
damental. Ici les périodes a, 6, c, rf, e peuvent être pratiquement regardées 
comme indépendantes, de sorte que les périodes a sont données par la 
formule 



m* m* ntm ntg 



*». 



/w,, 7^2, ..., rn^ désignant des entiers quelconques premiers entre eux. 
D'autre part nous savons que 

Ao-+-Sa(j?)=:lim- j/(a:)-h/(x-ha)-+-...4-/[a: + (/i — i)a]î, 



(1) Pratiquement on reconnaîtra que h est extérieur au corps défini par a, 6, c, rf, e 
lorsque dans la relation 

h a e 

l4in au moins des entiers /?ii, . . ., nt^ sera très grand. 
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relation qui fournit un moyen pratique de calculer chacune des variations 
Sa(^) et nous avons une interprétation de ces moyennes. 

La constante A© est la moyenne générale. La variation diurne n'est 
autre que le terme du développement (i) correspondant aux entiers 
m, = I , m^ = /Wj = . . . = ms = o. 

La variation lunaire désigne la fonction S» du même développement 
correspondant aux entiers m^ = i , m, = m, = . . . = /Wj = o. 

La variation annuelle correspond au sj^stème /w< = o, m^ = o, m, = i, 
/n^ = G, m^ = G, etc. 

C'est au calcul de décider de l'importance relative de chacune des varia- 
tions composant le développement (i). Les variations S» tendent vers o 
lorsque un ou plusieurs des entiers m grandissent indéfiniment; c'est encore 
au calcul de déterminer les limites inférieures de ces entiers au-dessus 
desquelles les variations correspondantes deviennent négligeables. 

L'importance relative des variations qui figurent dans le développe- 
ment (i) présente un réel intérêt. Ainsi, en ce qui concerne les pressions 
barométriques, les variations diurne, lunaire et annuelle sont connues 
depuis longtemps, mais il y a d'autres variations qui ne sont nullement négli- 
geables; nous avons là une méthode pratique pour les rechercher et les 
obtenir. 

Il est clair que les mêmes considérations s'appliquent aux températures, 
aux phénomènes magnétiques, etc. 
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CONCLUSION, 



On voit que, dans ce travail, notre but principal a été d'étudier les fonctions 
quasi-périodiques uniformément continues et d'en préparer la voie des 
applications. Les fonctions développables en séries uniformément conver- 
gentes, dont les termes sont des fonctions quasi- périodiques uniformément 
continues, possèdent la plupart de leurs propriétés et en constituent une 
extension naturelle; mais on ne peut songer à obtenir par cette voie les 
fonctions quasi-périodiques simplement continues dont la définition (qui 
comprend aussi celles des fonctions quasi-périodiques uniformément conti- 
nues) est indépendante des développements en série et résulte d'un point 
de vue différent. 11 resterait à examiner si ces dernières admettent, elles 
aussi, des développements en séries caractéristiques. 

Le mode de définition que nous avons adopté pour la quasi-périodicité 
n'exclut pas la possibilité de l'appliquer aux fonctions discontinues, mais 
c'est là une étude qui, tout en présentant un réel intérêt, a beaucoup moins 
d'importance au point de vue des applications, par ce fait que les fonctions 
que l'on y rencontre sont habituellement continues. 

L'indépendance, entre les périodes a< , a^, . . . , a^, qui joue un rôle capital 
dans cette théorie n'est, en quelque sorte, qu'une première approximation; 
certaines propriétés des fonctions quasi-périodiques dépendent en outre de 

la façon dont la quantité — H 4 . . . -i peut se rapprocher de o, et 

c'est surtout dans des problèmes d'intégration où figurent des fonctions 
quasi-périodiques qu'il devient parfois indispensable de connaître ce nou- 
vel élément. 
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NOTE I. 



Je vais établir ici le théorème que nous avons admis (p. 102). 
. Étant donné un Tableau rectangulaire de n{n — p) nombres entiers 



(•) 



», A, 



si l'on désigne par A le plus grand commun diviseur des déterminants ( ' ) 
d'ordre (« — p) formés avec les nombres de ce Tableau, on peut trouver 
un second Tableau rectangulaire de np entiers 



<a) 



f*l f*i 



K 



K K 



de façon que le déterminant total 



f*l HÎ 



K 



H? 



s»-P «"-/» 



f*S 



f^i 



soit égal à A. 

Nous allons montrer pour cela qu'étant donné le Tableau (i) on peut lui 
adjoindre une ligne (Xi, (Xa, ..., (ji„ de façon que dans le nouveau Tableau 



/*! 


F-» 


• 


• • f*» 


*1 


*i 


• 


.. *i 


s-r" 


*r 


p 


.. ^r" 



(>> On néglige, bien entendu, ceux de ces déterminants qui sont nuls. 
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les déterminants d'ordre (n—p-hi) aient encore comme plus grand 
commun diviseur A. 
En effet, les équations 



^t- 



.H-4 ^«=0» 



S^-'^Xi 4- s, "a?, -h . . . -f- 5;^''J?„= G 



ont toujours des solutions entières non nulles. Soit a;", a;J, ..., xl une de 
ces solutions; on peut supposer que x% arj, -.., ^î sont des entiers premiers 
entre eux. Or, d'après un théorème connu, on peut déterminer les en- 
tiers p^n P'29 • • •, (Xjt de façon que l'on ait 

fX, X\ 4- p-tOfl 4- . . . 4- pin 0? J = I . 

Les entiers [x,, ..., [x^, étant ainsi déterminés, on voit que les équations 



s\ a:, -f-. 



.-t-^A ^« = 0, 



5Î-''^,-f-. 



.-i-5;r''x„ = o 



ont des solutions entières puisqu'elles ont en particulier la solution x% 



xî, ...,x\ 



Or, d'après un théorème de M. Méray, que nous avons déjà énoncé 
page 91, il faut que les déterminants d'ordre (n — p + i) formés avec les 
éléments du Tableau 



(3) 



f*i f^i 



«?-^ 



s"-P 



aient pour plus grand commun diviseur un nombre d, divisant tous les dé- 
terminants d'ordre (/i — /? -h i) du Tableau 



(4) 



/*! 


f*t 


• 


■ ■ H» 


1 


'1 


*î 


• 


.. si 





•• 


•• 


• 


> • • • 


• 


5?-" 


«;■ 


■p 


.. 5;r 
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En prenant dans (4) les déterminants qui contiennent la dernière colonne, 
on voit que d doit diviser A, mais d'après la façon dont est composé le 
Tableau (3), d est nécessairemertt un multiple de A; par conséquent rf = A; 
ce qui établit la proposition. En continuant de proche en proche on obtient 
le théorème à démontrer. 

Nous avons fait usage de ce théorème, en diverses circonstances, et, en 
particulier, lorsque A = ± î . 

Je ferai encore cette remarque que, les entiers \k\ du Tableau (2) étant 
choisis à là façon indiquée, les équations 



s\ a?i-f...H-5i a?«=o, 
> 



ont, que liée que soie rit les taleUrè éntièteë ttttribUées â n,, n^, ..., /i^,, 
des ^dltltiôns eiitlèrës eti a?^, ^^j • • •> ^n* Noils nous sômnies servi plusieurs 
fois de éëlle propriété. 
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et ceci montre déjà que l'intégrale J est positive : 

(3) 0< J<«o— M|-f-..i4-M*/,* 

Effectuons le môme partage pour l'intégrale auxiliaire 

/'sinAo? . ,, V 

— : dx (A:=3/n-i); 
sino? 

on aura 

- -Po— Pt + Pî — •••» 

en posant 



/^ sinAra; , P %\ïikx , 

Po = f — : w^> Pi =^ — f — ^: ««î?» 

•^^ J^ sina: '^^ J^ sma? ' 
On conclut de là 



î 



(4) PO— Pt+--.— P«1H-1<-- 



Si dans lé terme général 



,(/« + !) 



, v,« r *slnA:a? . . , 

on remplace <p par sa limite supérieure ç(^)» puis par sa limite infé- 
^^ — -p-^^ > on aura 

frmz\ ^ ^ r(m-hi)7rl 
"^ XT) P'" >"'«>? [^^ — F^ J P'"- 

Dans le second membre de l'inégalité (3) remplaçons les termes d'in- 
dîée pair par des nombres plus grands, les termes d^îndice impair par des 
nombres plus petiti^; l'inégalité subsiste et devient 

J<P»?(0)-pl?^^-JpJH-...~Pim-i?(^-J-j+Pfm?^--J--j» 

ou encore 

J<P0?(o)-(pt— Pt)?(^j-...-(p,;„-l~P„„)9(^) 
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et, à plus forte raison, 

J<Po?(o)- 

Or, il e^t facile d^obtenir une limite supérieure pour p^; Tinégalîté (4), où 
l'on fait p = o, donne immédiatement 

po<J-«-pi; 
d'autre part, Ton a manifestement 

tic 

I /•* 
Pi< / sinkûpdx^ 

ou bien 

sm^ 
k 

comme ât ^3^ on a certainement 

et, finalement, 

P«<tr. 

En définitive on a, dans ce cas, 

o<J<7r9(o), 

quel que soit A < - et quel que soit Tentier n. 

Supposons maintenant que, au lieu d'être décroissante ou constante, la 
fonction <f(x)y tout en restant positive, ne décroisse jamais dans l'inter- 
valle o, h. 

Considérons alors la fonction 

on peut lui appliquer le théorème précédent, oe qui donne 



272 F. ESCLANGON. 

OU encore 

et, à plus forte raison, puisque l'intégrale / ^^7. — - dx est positive, 

Cesinégalitésprouventque, en valeurabsolue, l'intégrale J= / (p(x) . rf.r 
est inférieure au plus grand des nombres 

7r[op(/i)-9(o)], cp(A)J ^Hi^^^ 

et, par suite, à irç(A), 

|J|<7:<p(/0. 

On peut alors appliquer le théorème aux fonctions négatives, à condi- 
tion que, dans l'intervalle (o, A) elles gardent le même signe et varient dans 
le même sens; si M est un nombre supérieur à la valeur absolue de ç(a7), on 
aura, dans tous ces cas, 

|J|<7rM. 

Soit maintenant ç(a;) une fonction qui, dans l'intervalle (g^, A), est 
continue, garde un signe constant et varie dans le même sens; considérons 
l'intégrale 

I (p(x) — : dx (A-nz 2/1 -H l). 

J ^^ SUÏX 



Si l'on appelle <fi(x) une fonction constante égale à <f(g) pour o^x^g 
et coïncidant avec <f{x) dans l'intervalle (^, A), on aura 



' ^\\^) — i dx 

^ ^ ' ^ ' siii^ 



%\iikx , 

—, dx 

SU) a: 



<îr9(^)<7rM, 
<^9(^)<7rM; 
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par suite, en faisant la différence, 



Jr sin A\r 
f o(jr)—. dJL' 
' sin^r 



<27rM. 



Soit enfin ©(ic) une fonction continue qui dans l'intervalle (o, li) peut 
changer de signe, mais varie toujours dans le même sens; si Ton appelle g 
la valeur de x qui annule <p(^), on peut écrire 

- r , .sinAr^r , C* , .%\v\kx , C' t .sinA.r , 

J= / mix)—, dx:z:i 1 <d(x)—. djc -h 1 olo-)—. djc; 

J^ ^^ sinjT J^ ^^ ^ smj^ J^ ^' sm.r 

par suite 

|J|<37rM. 

De même, soit ^{x) une fonction continue dans l'intervalle ig^ h^^y 

variant toujours dans le même sens, mais pouvant être positive ou néga- 
tive, on aura par le même procédé 



\ r . , sinA-a> , 

/ cp ( ^ ) — ; dœ 



<47rM [|9(^)|<M]. 



Ceci posé, supposons que ^{x) soit une fonction bornée, satisfaisant 
entre o et A aux conditions de Dirichlet, et soit [i. le nombre d'intervalles, 
dans chacun desquels la fonction varie dans le même sens; on aura d'après 
les théorèmes précédents 

r, , sinA'j? , , -, 

On a supposé h compris entre o et -; supposons h compris entre - et 7:, 
on aura 

, /'*sinXr.r ... /' sinX.r . . , 

J= / — : (Oix) dX -\' I — : Oix) dx 

ï 

ir 7: 

Jr'sinA-^ / V . r* sinA\r . . , 

f — : oix)dx-^\ —, o(T: — x)dx, 
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et par suite encore, en appelant (jl le nombre d'intervalles dans lequel (f(x) 
varie dans le nneme sens, 

|J|<47rfxM. 

D'une façon générale, si g et h désif^nent deux nombres quidconques 
compris entre — t: et -h t: ou égaux à ces limites^ on a en appelant [x le 
nombre d^interçaltes (compris dans Vinteivalle g^ h) où ^{x) varie 
dans le même sens 



|/9(- 



sin(2/{ -^ i)x 



sin.r 



<>i7rfxM [|?(x)|<M], 



et cela quel que soit C entier positif n. 
Ceci posé, revenons à Tintégrale 

•^ ttJ ^ \ '-^ t: / sur/ ' 

y pouvant toujours être choisi entre o et 6 puisque F est périodique en y. 
Tout d'abord on sait (') que, si l'on donne à a une valeur fixe, l'inté- 
grale J considérée comme fonction de/ tend uniformément vers F(a,y), 
c'est-à-dire qu'étant donné e on peut trouver v de façon que pour /i^v on 
ait, quel que soit j^, 

|J(a,v,n)-F(5c,/)|<£; 

mais l'entier v dépend de a. Si l'on pouvait montrer que v a un maximum 
lorsque a varie, la proposition serait établie. Supposons qu'il n'en soit pas 
ainsi; donnons-nous une suite d'entiers N,, Nj, . . . , N^, . . . croissant indé- 
finiment, et considérons des valeurs a,, a^, ..., a^t, ... pour lesquelles le 
plus petit des entiers v précédemment définis est respectivement supé- 
rieur à i\,, Ma, . . . , i\)t? • • • • Les nombres a,, a^, . . . , a^, . . . ont au moins 
une valeur limite a comprise entre o et a ou égale à l'un de ces nombres. 
On en conclut qu'il existe des valeurs ol' aussi voisines qu'on le veut de a, 
et des entiers n aussi grands qu'on le veut pour lesquels on a pour certaines 

(») Picard, Traité d'Analyse^ X. I, p. 2i6, § 13. 
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valeurs^'' 

(3) |J(a',7', «)-F(«',y)|>£. 

D'autre part, l'intégrale J(a,/, /i), où a est fixe, tendant uniformémenl 
vers F(a,^'), on en conclut l'existence d'un entier v tel que pour //^v on 
ait, quel que soit y', 

(4) |J(«,/. /0-F(a,y)|<|. 

Considérons maintenant la différence J(a',^', n) — J(a,y, /i), on a 

D'après le lemme établi plus haut, remarquant que la fonction de y, 

Ffa',^'H — ^) —YloL^y -\ — ^j> possède par hypothèse un nombre de 

maxima et de minima inférieur à (Jl, on en conclut, en désignant par M 
le maximum de cette fonction, 

|J(«',/, Ai)-J(a,/, /i)|<47rfxM. 

Or si d! est suffisamment voisin de a, M sera aussi petit qu'on le veut, de 
sorte que l'on pourra écrire 

(5) |J(a',/, /^)-J(a,J^ //)|<|; 

d'où, par la comparaison des inégalités (4) et (5), 

|J(a',/,/ï)-F(a',/)|<y+|F(a,/)-F(a',y)|; 

mais a' peut toujours être choisi assez voisin de a pour que, (juel que soit j', 

|F(«,/)-F(a',/)|<|, 
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de sorte que, quels que soient y' et Tentier /i Jv, on aura pour toutes les 
valeurs de a' assez voisines de a, 

|J(a',7',/i)-F(«', /)!<£; 
ce qui est en contradiction avec l'inép^alité (3); le théorème est démontré. 
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